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  Cubic  Spline  Interpolation  and  Its  application  to  Econometrics  



 



    Introduction:     A  common  problem  facing  economists  when  running  time  series  regression  is   finding  appropriate  data.    Often  time’s  data  will  only  be  collected  as  weekly  or   monthly,  while  other  data  will  be  collected  quarterly  or  annually.    This  is  a  problem   because  each  variable  used  in  the  regression  needs  to  have  the  same  time  interval.     Therefore,  the  economist  faced  with  this  problem  needs  a  method  to  use  given  data   to  estimate  data  points  with  the  desired  frequency.    It  is  the  goal  of  this  paper  to   demonstrate  a  method  to  do  so.      We  could  accomplish  this  using  many  different   methods  of  interpolation;  Lagrange  interpolation  and  Cubic  Spline  interpolation  will   be  looked  at.    Ultimately  it  will  be  shown  that  cubic  spline  interpolation  is  the  best   method.     One  of  the  most  widely  used  data  collection  agencies  for  economists  is  the  National   Income  and  Product  Accounts  (NIPAs).    They  are  the  official  source  for  many   different  variables;  however,  they  only  collect  their  data  yearly  or  quarterly.    For   example,  if  we  wanted  to  run  a  monthly  regression  using  “state  personal  income”,   we  have  to  interpolate  this  data  to  achieve  our  goal.         Lagrange  Interpolation:     The  Lagrange  interpolation  polynomial  is  commonly  used  because  of  its  simplicity   and  its  beauty.     The  nth  degree  Lagrange  Interpolation  Polynomial  is:     !



𝑃! 𝑥 =  𝑓 𝑥! 𝐿!,! 𝑥 + ⋯ + 𝑓! 𝑥 𝐿!,! 𝑥 =  



𝑓 𝑥! 𝐿!,! (𝑥)   !!!



  𝐿!,! 𝑥 =  



𝑥 − 𝑥! 𝑥 − 𝑥! ∗ … ∗ 𝑥 − 𝑥!!! 𝑥 − 𝑥!!! ∗ … ∗ (𝑥 − 𝑥! )   𝑥! − 𝑥! 𝑥! − 𝑥! ∗ … ∗ 𝑥! −   𝑥!!! 𝑥! − 𝑥!!! ∗ … ∗ (𝑥 − 𝑥! )



    While  simple  and  beautiful,  it  will  be  shown  that  the  Lagrange  Interpolation   Polynomial  does  not  give  as  good  of  estimations  as  the  cubic  spline  interpolation.     This  is  why  in  practice;  cubic  spline  interpolation  is  the  most  commonly  used   method  amongst  economists.    Our  code  is  attached  in  appendix  A       Cubic  Spline  Interpolation:  



  The  idea  behind  cubic  spline  interpolation  is  very  simple.    Given  n  nodes,     𝑎 =   𝑥! <   𝑥! <   … < 𝑥! = 𝑏  and  corresponding  outputs,  𝑦! , 𝑦! , … , 𝑦!  we  have  n  –  1   intervals  in  which  we  will  “connect”  each  𝑦!  with  𝑦!!!  via  a  cubic  polynomial,  S,   which  satisfies  the  following  conditions:     (i) S(x)    is  a  cubic  polynomial  denoted  𝑆! 𝑥  on  the  subinterval   𝑥! , 𝑥!!!  for   each  𝑗 = 0, 1, … , 𝑛 − 1;   (ii) 𝑆! 𝑥! =  𝑓 𝑥!  and  𝑆! (𝑥!!!   ) = 𝑓 𝑥!!!   for  each  𝑗 = 0, 1, … , 𝑛 − 1     (iii) 𝑆!!! 𝑥!!! =   𝑆! 𝑥!!!  for  each  𝑗 = 0, 1, … , 𝑛 − 2   (iv) 𝑆′!!! 𝑥!!! =   𝑆′! 𝑥!!!  for  each  𝑗 = 0, 1, … , 𝑛 − 2   (v) 𝑆′′!!! 𝑥!!! =   𝑆′′! 𝑥!!!  for  each  𝑗 = 0, 1, … , 𝑛 − 2   (vi) One  of  the  following  sets  of  boundary  conditions:   (a) 𝑆 !! 𝑥! = 𝑆 !! 𝑥! =  0     (b) 𝑆 ! 𝑥! =   𝑓 ! 𝑥!  and  𝑆 ! 𝑥! =   𝑓 ! 𝑥!     For  the  purpose  of  this  paper,  we  will  consider  boundary  condition  (a)  (natural   cubic  spline).         Construction:     The  cubic  polynomial  defined  on  the  interval  [𝑥! , 𝑥!!! ]  is  defined  by     ! ! 𝑆! 𝑥 =   𝑎! + 𝑏! 𝑥 − 𝑥! +   𝑐! 𝑥 − 𝑥! + 𝑑! 𝑥 − 𝑥! ,     for  each  j    =  0,  1,  …  ,    n  –  1.  Since    𝑆! 𝑥! =   𝑎! = 𝑓 𝑥! ,  Condition  (iii)  can  be  used  to   obtain       𝑎!!!   = 𝑆!!! 𝑥!!! =   𝑆! 𝑥!!! =   𝑎! + 𝑏! ℎ! + 𝑐! ℎ!! + 𝑑! ℎ!!       for  each  j  =  0,1,…  ,  n  -‐2  where  ℎ! = (𝑥!!! − 𝑥! ).    Similarly,  if  we  define  𝑎! = 𝑓 𝑥!  we   obtain  the  equation     𝑎!!! =   𝑎! + 𝑏! ℎ! + 𝑐! ℎ!! + 𝑑! ℎ!!  for  each  j    =  0,  1,  …  ,    n  –  1     ! In  a  similar  fashion,  if  we  define  𝑏! = 𝑆 𝑥!  we  get  𝑆! 𝑥! =   𝑏!  for  each  j    =  0,  1,  …  ,     n  –  1     Applying  condition  (iv)  yields       𝑏!!! = 𝑏! + 𝑐! ℎ! + 3𝑑! ℎ!!   ! !! !



Now,  we  must  define  𝑐! = ! ! .    Applying  condition  (v)  we  get  𝑐!!! = 𝑐! + 3𝑑! ℎ!     With  a  little  bit  of  algebra,  it  is  easy  to  see  our  new  relationships    



  (a) 𝑎!!! = 𝑎! + 𝑏! ℎ! +



!!! !



(2𝑐! + 𝑐!!! )  



(b) 𝑏!!! = 𝑏! + ℎ! 𝑐! + 𝑐!!!   !



(c) 𝑏! = ! 𝑎!!! − 𝑎! − !



(d) 𝑏!!! = !



! !!!



!!!! !



𝑎! − 𝑎!!! −



(2𝑐!!! + 𝑐! )   !!!! !



2𝑐!!! + 𝑐!  



    Finally  using  (b)  we  have:   ℎ!!! 𝑐!!! + 2 ℎ!!! + ℎ! 𝑐! + ℎ! 𝑐!!! =



3 3 𝑎!!! − 𝑎! − 𝑎 − 𝑎!!!   ℎ! ℎ!!! !



  for  each  j    =  0,1,…  n  –  1.  Now  we  have  a  system  of  equations  to  solve  of  the  form     𝐴𝒙   = 𝒃     ⋯ 1 ⋯ 0 0 0   ℎ!    2(ℎ! + ℎ! )      ℎ! ⋱ ⋮ ⋱ ℎ ⋮ ! 0⋱ 2(ℎ! + ℎ! ) ℎ! ⋱ ⋱ Where  A  =       ⋮                 ⋮         ⋱ ⋱ ⋱       ⋱ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ℎ!!! 2(ℎ!!! + ℎ!!! ) ℎ!!! ⋱ ⋮   0 0 1 ⋯ 0 0     0 𝑐! ! ! 𝑎 − 𝑎 − (𝑎 − 𝑎 ) ! ! ! ! 𝑐! !! !! b    =          and  x  =   ⋮   ⋮ ! ! ⋮ 𝑎! − 𝑎!!! − ! (𝑎!!! − 𝑎!!! ) !!!! !!! 𝑐! 0   Clearly,  as  the  data  set  gets  larger  doing  these  calculations  would  become   overwhelmingly  tedious.    This  is  why  we  wrote  a  program  in  Python  to  compute  it   for  us.    The  code  is  attached  in  appendix  B.     Implementation:     As  stated  above,  we  used  two  different  interpolation  polynomials  to  compare  the   results.    For  the  purpose  of  this  report,  we  interpolated  data  in  which  we  knew  the   actual  values  in  order  to  compare  the  absolute  errors  of  the  Lagrange  interpolation   polynomial  and  the  cubic  spline  polynomial.   The  data  we  are  interpolating  is  CPI  for  all  urban  consumers  collected  from  the   Federal  Reserve  Bank  of  St.  Louis.    This  is  defined  as  the  average  monthly  change  in   the  price  for  goods  and  services  paid  by  urban  consumers  between  two  time   periods.    The  CPI  for  all  urban  consumers  captures  roughly  88%  of  the  population.    



We  are  using  quarterly  data  to  interpolate  monthly  data.    Months  9  and  4  were   chosen  to  best  exemplify  the  accuracy  of  cubic  spline  interpolation.  These  months   are  two  of  the  least  accurate,  however,  they  still  interpolate  much  more  accurately   than  the  Lagrange  polynomial.  To  reference  the  data  used,  see  appendix  C     Using  Lagrange  interpolation,  𝑃 9 =  173.73457  while  the  actual  data  says  month   nine  should  be  173.900.    This  gives  is  an  absolute  error     ��∗ − 𝑃   =   173.900 − 173.73457 =   .16543     Using  cubic  spline  interpolation  we  have  𝑆 9 = 173.84  hence,       𝑃∗ − 𝑃   =   173.900 − 173.79317 =   .10683     As  you  can  see,  the  absolute  error  using  the  cubic  spline  is  less  than  the  absolute   error  using  Lagrange  interpolation.  Checking  month  4  we  have:     𝑃 4 =  170.4488, 𝑃∗ =  171.2     𝑃∗ − 𝑃   =   171.2 − 170.44888 =   .75112     While  using  cubic  spline  results  in  𝑆 4 =  170.95  hence,     𝑃∗ − 𝑃 =   171.2 − 170.95 =   .25     Graphically,  we  can  see  cubic  spline  does  a  much  better  job  of  interpolating,  as  well.    



  Conclusion:     The  goal  of  this  paper  was  to  demonstrate  an  accurate  method  to  interpolate   quarterly  or  annual  data  to  approximate  monthly  or  weekly  data.    Two  methods  



have  been  shown  to  do  so,  Lagrangian  interpolation  and  Cubic  Spline  interpolation.     Further,  it  has  been  shown  that  Cubic  Spline  interpolation  yields  a  much  more   accurate  result.    Using  this  method,  economists  can  eliminate  the  problem  of  finding   data  with  the  same  time  frequency    
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+ !h! + 3 !h! ! Now, we must define ! = !!! !! ! . Applying condition (v) we get !!! = ! + 3 !h! With a little bit of algebra, it is easy to see our new relationships. 
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