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2n BATXILLERAT CIENTÍFICO-TECNOLÒGIC



Integral definida. Càlcul d’àrees Ja hem vist la relació que hi ha entre la integral definida d’una funció en un interval [a, b ] i l’àrea del recinte limitat per la gràfica d’aquesta funció, l’eix d’abscisses i les rectes x = a i x = b. A continuació veurem la manera de calcular aquestes àrees



Àrea de figures planes • Àrea limitada per la gràfica d’una funció contínua, l’eix d’abscisses i les rectes x = a i x = b
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En el cas que ens demanin l’àrea limitada per la gràfica d’una funció f i l’eix d’abscisses, sense especificar les rectes x = a i x = b, hem d’entendre que la regió l’àrea de la qual hem de calcular és la determinada pels punts detall de la gràfica de la funció amb l’eix OX.



EXEMPLE:



• Àrea limitada per la gràfica de dues funcions contínues i les rectes x = a i x = b



Observa el recinte de la figura. Està limitat per les gràfiques de dues funcions contínues, f ( x) i g ( x ) , que



compleixen, a més, f ( x) ≥ g ( x) ≥ 0 ∀x ∈ [ a, b ] , i per les rectes x = a i x = b. Tal com pots veure, l’àrea A d’aquest recinte és: A = A f − Ag
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o



A = − ( Ag + Af
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En general:



on A f és l’àrea del recinte limitat per la gràfica de f, l’eix OX i les rectes x = a i x = b, i Ag és l’àrea del recinte limitat per la gràfica de g, l’eix OX i les rectes x = a i x = b. Per tant: b



b



a



a



A = ∫ f ( x)dx − ∫ g ( x)dx = Observa que



∫ ( f ( x) − g ( x) ) dx = ∫ ( g ( x) − f ( x) ) dx , b



b



a



a



∫ ( f ( x) − g ( x) ) dx b



a



per tant al utilitzar el valor absolut, no cal



preocupar-nos de quina de les dues funcions és la major. Considerem el cas general, en què f ( x) i g ( x ) ,compleixen que f ( x) ≥ g ( x ) ∀x ∈ [ a, b ] encara que no siguin necessàriament positives (fig. 6).



A=



En general:



∫ ( f ( x) − g ( x) ) dx b



a



Així, podem afirmar que: Donades dues funcions, f ( x) i g ( x) , l’àrea del recinte limitat per les seves gràfiques entre les abscisses a i b és:



A=



∫ ( f ( x) − g ( x) ) dx b



a



Fig. 7
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En el cas que ens demanin l’àrea limitada per les gràfiques de dues funcions, sense especificar les rectes x = a i x = b, entendrem que la regió l’àrea de la qual hem de calcular és la definida pels punts de tall de les dues gràfiques.



Observa que també podem calcular l’àrea de la regió limitada per la gràfica de dues funcions contínues i les rectes x = a i x = b sense haver-ne de dibuixar les gràfiques. Per a fer-ho procedirem de manera semblant a com ho vam fer per a trobar l’àrea limitada per la gràfica d’una funció contínua i l’eix d’abscisses. 1. Trobem els punts de tall de la gràfica de f amb la gràfica de g, és a dir, les solucions de l’equació f (x ) = g (x). 2. Determinem si existeixen solucions de l’equació anterior en l’interval (a, b ): • Si no existeix cap solució de l’equació f ( x ) = g ( x) en l’interval (a, b), l’àrea coincideix amb el valor absolut de la integral definida de f ( x) − g ( x) entre a i b.



• Si existeixen solucions de l’equació f (x ) = g (x ) en l’interval (a, b), l’àrea serà la suma dels valors absoluts de les integrals definides de f ( x) − g ( x) en cadascun dels subintervals determinats per a i b i les abscisses corresponents a aquestes solucions.
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