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PRECÁLCULO



E.S.I.Q.I.E.-I.P.N.



APÉNDICE I DESPEJE DE INCÓGNITAS EN UNA ECUACIÓN 1. Antecedentes Una ecuación es una igualdad que contiene una o más cantidades desconocidas llamadas incógnitas y cantidades conocidas o coeficientes numéricos, que solo se cumple o es verdadera para determinados valores de las incógnitas. Estas cantidades desconocidas convencionalmente se designan por las últimas letras del alfabeto: x, y, z. Así, una ecuación está conformada por dos miembros. El primero, es una suma algebraica de términos ubicado a la izquierda del signo de igualdad y luego de ella, se ubica el segundo miembro, que también consta de otra suma algebraica de términos. En dicha suma, pueden existir términos que contengan a la incógnita acompañada de un coeficiente y de términos independientes (valores constantes que no contienen a la incógnita). La incógnita es un valor que no conocemos y que es necesario determinar, y para ello se debe “despejar” la incógnita. Signo de igualdad



Miembro derecho



Miembro izquierdo Incógnita



Figura 1. Estructura de una ecuación



2. Definiciones Se conoce como despeje al procedimiento de aislar o separar una determinada incógnita en un lado de la igualdad para así determinar el valor que hace que la ecuación se cumpla, o lo que es lo mismo, la solución o soluciones de la ecuación de partida. El despeje consiste en una serie de operaciones matemáticas que se aplican a la ecuación con el fin de que la incógnita quede “aislada” en cualquiera de los miembros de la ecuación con coeficiente y exponente unitarios. Para poder realizar un despeje es necesario mover todos los términos conocidos de la ecuación a uno de los miembros de esta, y todos los términos que contengan incógnitas al miembro restante, esto se conoce como trasposición de términos. Esta trasposición de términos deberá basarse en las propiedades de los números reales y las de la igualdad.
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2.1 Propiedades de los números reales Propiedad 1. Cerradura:



La suma y producto de dos números reales arbitrarios es un númeroreal.



2. Asociatividad:



Dado 3 números reales arbitrarios x, yyz, se cumplen:



𝒙+ 𝒚+𝒛 = 𝒙+𝒚 +𝒛 𝒙 𝒚𝒛 = 𝒙𝒚 𝒛



3. Elemento neutro: Neutro aditivo



Neutro multiplicativo



El número 0, llamado neutro aditivo, cumple que para todo real x: El número 1, llamado neutro multiplicativo, cumple que para todo real x:



𝒙+𝟎=𝒙



𝒙∙𝟏=𝒙



4. Elementos inversos: Inverso Aditivo



Inverso Multiplicativo



Para cada número real x, existe el número −x, llamadoinverso aditivo de x u opuesto de x, tal que:



𝒙 + −𝒙 = 𝟎



Para cada número real x, distinto de 0, existe el 1



5. Conmutatividad:



número 𝑥 −1 ( = 𝑥 ), llamado inverso multiplicativo de x, tal que: Dado 2 números reales arbitrarios x e y, se cumple:



𝒙 ∙ 𝒙−𝟏 = 𝟏



Suma:



𝒙+𝒚=𝒚+𝒙



Multiplicación:



𝒙∙𝒚=𝒚∙𝒙



Sustracción:



𝒙 − 𝒚 = 𝒙 + (−𝒚)



División:



𝒙÷𝒚=
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2.2 Propiedades de las igualdades Propiedad 1



De identidad o reflexiva



Toda cantidad es igual a sí misma



2



Simétrica



Se pueden intercambiar los miembros de una igualdad y esta no se altera



3



Transitiva



Si una cantidad es igual a otra y ésta a su vez es igual a una tercera, entonces la primera es igual a la tercera.



4



Propiedad fundamental de Si en ambos miembros de una la Igualdad igualdad se efectúan operaciones iguales con cantidades iguales, la igualdad se conserva



𝒂=𝒂 𝒂= 𝒃, entonces 𝒃= 𝒂 Si



Si 𝒂=𝒃 y 𝒃=𝒄, entonces 𝒂=𝒄 Sea𝒂 = 𝒃, entonces:



𝒂+𝒎=𝒃+𝒎 𝒂−𝒏=𝒃−𝒏 𝒂∙𝒌=𝒃∙𝒌 𝒂 𝒃 = , con 𝒑 ≠ 𝟎 𝒑 𝒑 𝒂𝒏 = 𝒃𝒏 𝒏
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3. Procedimiento o técnicas recomendadas Recomendaciones para despejar una incógnita: 1) Localice la incógnita a despejar dentro de la ecuación. 2) Ubique en un solo lado de la ecuación, preferentemente del lado izquierdo, todos aquellos términos que posean la incógnita a despejar.Para realizar las operaciones requeridas deberá proceder invirtiendo el orden jerárquico normal(partiendo de las últimas operaciones marcadas en la ecuación/de afuera hacia adentro de la expresión) y aplicando las propiedades de los números reales (2.1). 3) Trate que la incógnita a despejar aparezca una sola vez, reduciendo los términos semejantes que la contengan. Para simplificar proceda con los mismos criterios que en el punto anterior. 4) Elimine los términos que acompañan la incógnita aplicando las propiedades de los números reales (2.1) y las propiedades de las igualdades (2.2). 5) Elimine del primer miembro cualquier otra incógnita que acompañe a la incógnita en el término que la contiene, aplicando las propiedades de los números reales (2.1) y las propiedades de las igualdades (2.2). 6) Si la incógnita queda negativa, deberá multiplicar por (-1) ambos lados de la ecuación para volverla positiva (en la práctica es cambiarle el signo a todos los términos de la ecuación) 7) Si la incógnita queda elevada a alguna potencia (n), se deberá extraer raíz (n) a ambos lados de la ecuación para eliminar la potencia. 8) El resultado es su despeje, verifique que la incógnita despejada posee coeficiente y exponente unitarios. Finalmente, hay que considerar que no siempre es necesario aplicar todos los pasos para despejar una incógnita.



4. Ejercicios resueltos Ejemplo 1. Dada la ecuación



𝑟 = 𝑎𝑚 + 𝑝 despeje𝑚. 1) Localizar la incógnita a despejar. La incógnita𝑚 se encuentra únicamente en el primer término del miembro derecho de la ecuación.



Variable a despejar
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2) Ubicando el término que contiene a 𝒎 en el lado izquierdo de la ecuación, utilizando la propiedad simétrica de las desigualdes.



𝑎𝑚 + 𝑝 = 𝑟 3) Trate que la incógnita a despejar semejantes que la contengan.



aparezca una sola vez, reduciendo los términos



La incógnita solo aparece en un término, este paso no es aplicable. 4) Pasar al segundo miembro de la ecuación los términos que no contienen a la incógnita aplicando las propiedades de los números reales (2.1) y las propiedades de las igualdades (2.2). Pasando 𝒑 al segundo miembro de la ecuación, con la propiedad del inverso aditivo y la propiedad fundamental de la igualdad. Propiedad fundamental de la igualdad



Inverso aditivo



De modo que la ecuación resulta



𝑎𝑚 = 𝑟 5) Quite del primer miembro cualquier otra incógnita que acompañe a la incógnita en el término que la contiene. Deberá eliminarse 𝒂 del miembro izquierdo de la ecuación Aplicando la propiedad del inverso multiplicativo y la propiedad fundamental de la igualdad 1



Propiedad fundamental de la igualdad



Inverso multiplicativo



Por lo que la ecuación queda



𝑚=



𝑟−𝑝 𝑎



Donde la incógnita𝒎 ha sido despejada.
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Ejemplo 2. Dada la ecuación



𝑎𝑡 3 − 𝑟 = 𝑀 despeje𝑡. 1) Localizar la incógnita a despejar La incógnita𝑡 se encuentra únicamente en el primer término del miembro izquierdo de la ecuación. 2) Ubicando el término que contiene a la incógnita en el lado izquierdo de la ecuación. El término que contiene a la incógnita ya se encuentra en el lado izquierdo de la ecuación. 3) Trate que la incógnita a despejar semejantes que la contengan.



aparezca una sola vez, reduciendo los términos



La incógnita solo aparece en un término, este paso no es aplicable. 4) Pasar al segundo miembro de la ecuación los términos que no contienen a la incógnita aplicando las propiedades de los números reales (2.1) y las propiedades de las igualdades (2.2). Pasando 𝒓 al segundo miembro de la ecuación, con la propiedad del inverso aditivo y la propiedad fundamental de la igualdad. Inverso aditivo



Propiedad fundamental de la igualdad



𝑎𝑡 3 = 𝑀 + 𝑟 5) Quite del primer miembro cualquier otra incógnita que acompañe a la incógnita en el término que la contiene. Deberá eliminarse 𝒂 del miembro izquierdo de la ecuación Aplicando la propiedad del inverso multiplicativo y la propiedad fundamental de la igualdad 1



Inverso multiplicativo
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Por lo que la ecuación queda



𝑡3 =



𝑀−𝑟 𝑎



La incógnita𝑡 ha quedado aislada en el primer miembro de la ecuación, con coeficiente unitario, sin embargo su exponente no es unitario.



7) Si la incógnita queda elevada a alguna potencia (n), se deberá extraer raíz (n) a ambos lados de la fórmula para eliminar la potencia. Extrayendo raíz cúbica (n=3) a ambos miembros de la ecuación, propiedad fundamental de la igualdad. 3



𝑡3 = 3



𝑡=



3 𝑀+𝑟



𝑎



𝑀+𝑟 𝑎



La incógnita𝒕 ha sido despejada.



Ejemplo 3. Dada la ecuación



𝑦=



𝑥+3 5−𝑥



Despeje 𝑥 1) Localizar la incógnita a despejar La incógnita𝑥 se encuentra en el numerador y en el denominador del miembro derecho de la ecuación. 2) Ubicando el término que contiene a la incógnita en el lado izquierdo de la ecuación. Aplicando la propiedad simétrica de la igualdad



𝑥+3 =𝑦 5−𝑥
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3) Trate que la incógnita a despejar semejantes que la contengan.



aparezca una sola vez, reduciendo los términos



Dado que tanto el numerador como el denominador del miembro izquierdo de la ecuación poseen dos términos, se deberá simplificar la expresión, quitando denominador del lado izquierdo, aplicando



inverso multiplicativo y propiedad fundamental de la igualdad



𝑥+3



1



∙ (5 − 𝑥) = 𝑦 ∙ (5 − 𝑥) 5−𝑥 La ecuación queda



𝑥 + 3 = 𝑦 ∙ (5 − 𝑥) Quitando paréntesis (realizando la multiplicación indicada)



𝑥 + 3 = 5𝑦 − 𝑥𝑦 Repitiendo paso 2, dado que debido a la simplificación la incógnita a despejar aparece en el miembro derecho de la ecuación Con inverso aditivo y propiedad fundamental de la igualdad



𝑥 + 3 + 𝑥𝑦 = 5𝑦 − 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦 𝑥 + 3 + 𝑥𝑦 = 5𝑦 4) Pasar al segundo miembro de la ecuación los términos que no contienen a la incógnita aplicando las propiedades de los números reales (2.1) y las propiedades de las igualdades (2.2). Pasando 3 al miembro derecho de la ecuación, aplicando inverso aditivo y propiedad fundamental de la igualdad



𝑥 + 3 − 3 + 𝑥𝑦 = 5𝑦 − 3 La ecuación queda



𝑥 + 𝑥𝑦 = 5𝑦 − 3 5) Quite del primer miembro cualquier otra incógnita que acompañe a la incógnita en el término que la contiene.



La incógnita𝑦 acompaña a la incógnita 𝑥 en el segundo término del miembro izquierdo de la ecuación, para pasarlo al miembro derecho se deberá factorizar aplicando factor común �� 1 + 𝑦 = 5𝑦 − 3
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Pasando 1 + 𝑦 al lado derecho de la ecuación aplicando inverso multiplicativo y propiedad fundamental de la igualdad 1



𝑥(1 + 𝑦) 5𝑦 − 3 = (1 + 𝑦) (1 + 𝑦) La ecuación queda



𝑥=



5𝑦 − 3 𝑦+1



La incógnita𝒙 ha sido despejada.



Es importante recalcar que los pasos y el orden vistos en los ejemplos anteriores son recomendaciones y que su aplicabilidad dependerá de la complejidad de la expresión matemática con que se trabaje. Así, se presentan dos ejemplos más en los cuales se realizan variaciones a la metodología básica.



Ejemplo 4. Dada la ecuación



𝐴 = 𝑐(1 + 𝑟)𝑡 Despeje r, para t ∈ 𝑁. Por propiedad simétrica de la igualdad



𝑐(1 + 𝑟)𝑡 = 𝐴 Aplicando inverso multiplicativo y propiedad fundamental de la igualdad



𝑐 (1 + 𝑟)𝑡 𝐴 = 𝒄 𝒄 La ecuación queda



(1 + 𝑟)𝑡 =



𝐴 𝑐



Se debe simplificar la ecuación ya que la incógnita a despejar 𝒓 se encuentra como segundo término de un binomio elevado al exponente𝑡, por lo que cumpliendo que 𝑡 ∈ 𝑁 y extrayendo raíz con 𝑛 = 𝑡 , aplicando propiedad fundamental de la igualdad
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𝑡



𝑡



(1 + 𝑟)𝑡 =



𝐴 𝑡



La ecuación resulta 𝑡



1+𝑟 =



𝐴 𝑡



Pasando a 1 del lado al miembro derecho de la ecuación, con inverso aditivo y propiedad fundamental de la igualdad 𝑡



1+𝑟−𝟏 =



𝐴 −𝟏 𝑡



La ecuación resulta 𝑡



𝑟=



𝐴 −1 𝑡



Donde la incógnita𝒓 ha sido despejada.



Ejemplo 5 Dada la ecuación



𝐼 = 𝑒 −𝑎𝑏𝑐 𝐼0 Despeje 𝑎 La incógnita a despejar se encuentra como factor del exponente de 𝑒, único término del miembro derecho. Así primero por propiedad simétrica



𝑒 −𝑎𝑏𝑐 =



𝐼 𝐼0



Luego, para eliminar la base exponencial del término de la izquierdapor la definición de logaritmo y aplicando propiedad fundamental de la igualdad
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𝐼 𝐼0



ln(𝑒 −𝑎𝑏𝑐 ) = ln Así la ecuación queda



𝐼 𝐼0



−𝑎𝑏𝑐 = ln



Pasando los términos 𝑎 y 𝑏 al segundo miembro de la ecuación, con inverso multiplicativo y propiedad fundamental de la igualdad 𝐼



𝑎𝑏𝑐 ln 𝐼0 − = 𝑏𝑐 𝑏𝑐 La ecuación queda 𝐼



ln −𝑎 =



𝐼0



𝑏𝑐



Luego, multiplicando por (−1) y con propiedad fundamental de la igualdad



ln (−𝟏) − 𝑎 = (−𝟏)



𝐼 𝐼0



𝑏𝑐



La ecuación queda



ln 𝑎=−



𝐼 𝐼0



𝑏𝑐



Así la incógnita𝒂ha sido despejada.



5. Ejercicios adicionales 4𝜋𝑟 3 despeje 3



1.



De 𝑉 =



2.



De 𝑃𝑉 = 𝑛𝑅𝑇 despeje 𝑅



3.



De 𝑒 = 𝑉0 𝑡 − 2 𝑎𝑡 2 despeje 𝑎



R. 𝑟 =



𝑟



R. 𝑅 =



1
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𝑦2 𝑏2



+



R.



= 1, despeje 𝑦



𝑦 = ± 𝑏 2 (1 − 𝑦=±



5.



De 𝑢 = 𝑎𝑟 𝑛−1 , despeje 𝑟, donde 𝑛 ∈ 𝑁.



6.



De 𝑟 = 𝑚 +1, despeje 𝑚



7.



De (𝑥 +



8.



De 𝑦 = 5−2𝑥 , despeje 𝑥



9.



De 𝑎𝑟𝑐 cos



𝑢−𝑎



𝑏 2 ) 2𝑎



𝑏 2 −4𝑎𝑐 , 4𝑎 2



=



6𝑥+3



𝑥 2



10. De 𝑁 = 𝑐𝑒 −𝐸 1



𝑟=



R.



𝑚=



R.



𝜋



𝑏 𝑎2 − 𝑥 2 𝑎



R.



R.



despeje 𝑥



𝑥=−



𝑢 𝑎



1



𝑛−1



𝑢−𝑎−𝑟 𝑟



𝑏 ± 𝑏 2 − 4𝑎𝑐 2𝑎



𝑥=



5𝑦 − 3 2𝑦 + 6



= 3 , despeje 𝑥



R.



𝑥 = 2 cos



despeje 𝑘



R.



𝑘=−



𝑘𝑇 ,



𝑥2 ); 𝑜 𝑎2



𝜋 3



𝐸 𝑇 ln



𝑁 𝑐



𝐼



11. De − 𝐾 ln 𝐼 = 𝑥 despeje x 0



1



1



1



12. De 𝑅 = 𝑅 + 𝑅 , despeje 𝑅1 𝑒



1



2



𝑥



13. De𝑤 = 𝑥+𝑦 ∙ 100 despeje 𝑥 14. Deln



𝑆 𝑍



𝑉2𝛾



= 𝑅𝑇𝑟 , despeje 𝛾



15. De 𝑇 = 𝑁 1 − 5𝑥 , 3



16. De 𝑠𝑒𝑛 𝜃 =



𝑚 −1 ℎ ∙𝑘 𝑚



, despeje ℎ



despeje 𝜃



log 3



17. De 𝑡 = log (1+𝑅) , despeje 𝑅 18. De 𝛼 = 𝐴0 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 + 𝛽), despeje 𝜔 19. De tan 4𝑥 − 1 = 𝐸𝑎



20. De 𝑘 = 𝐴𝑒 −



𝑅𝑇



3𝜋 , 4



despeje 𝑥



, despeje 𝐸𝑎
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