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DYNAMIQUE DES STRUCTURES PARTIE 2 réponse à une action sismique



Dynamique appliquée au génie parasismique Cours de dynamique des structures et de génie parasismique. Master génie civil Master conception des ouvrages d’art et bâtiments habilitation 2016-2020 Université Paul Sabatier Toulouse III Pr. Erick Ringot ([email protected])



Partie 2 PRISE EN COMPTE DES ACTIONS SISMIQUES



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot



page 2



Enregistrement des séismes L’Homme a cherché à caractériser les séismes de longue date.



Le musée d’histoire naturelle de Toulouse exhibe ainsi la reconstitution en résine d’un « sismomètre » antique, datant de 132, inventé par le Chinois Zhang Heng. Il s’agit d’une urne ornée de dragons disposés selon les huit directions cardinales et dans la gueule desquels une bille d’acier est placée. Lors d’une secousse sismique le dragon orienté dans l’axe du séisme libère sa bille qui tombe alors dans la bouche de la grenouille lui faisant face. Sismomètre de Zhang Heng au musée d’histoire naturelle de Toulouse. [ photo Véronique Paquet ] Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



La direction du séisme était ainsi connue.
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Enregistrement des séismes Les mouvements du sol sont donc enregistrés par des sismomètres (ou sismographe).



Un sismomètre mesure les déplacements locaux (là où il est placé) dans une direction donnée. Les premiers modèles étaient composés de pendules pesants déplaçant un noyau de fer doux aimanté dans une bobine. Un galvanomètre mesurait analogiquement la tension induite et donc le mouvement du noyau. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Enregistrement des séismes Les instruments modernes (post-2000) utilisent des accéléromètres piézoélectriques dont les signaux sont amplifiés par électronique.



Ils sont installés dans des stations autonomes, alimentées par des panneaux photovoltaïques et transmettant les mesures numériques par ondes radio.
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Enregistrement des séismes



Pour la France le réseau des enregistreurs est répertorié depuis 1995 dans le Réseau Accélérométrique Permanent (RAP). Voir le site http://rap.resif.fr/



Voir aussi le site de l’Association Française de Génie Parasismique http://afpsseisme.org/index.php/fre/Seismes/ Carte-RAP-Donnees
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Antilles



master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot



page 6



Enregistrement des séismes Un sismomètre permet d’enregistrer un sismogramme qui peut être exprimé en termes de déplacement 𝑢𝐺 𝑡 , de vitesse 𝑢𝐺 𝑡 et d’accélération 𝛾𝑔 =𝑢𝐺 𝑡 . Dans ce dernier cas le sismogramme est appelé accélérogramme.



Les géologues, mandatés par les autorités civiles, enregistrent les mouvement du sol de façon continue depuis quelques dizaines d’années. Les accélérogrammes obtenus lors des séismes sont mis à la disposition de la communauté scientifique et du public. Par exemple, on trouvera des fichiers d’enregistrement à l’adresse : http://www.caee.uottawa.ca/Publications/Earthquake records/Earthquake Records.htm



Exemple de séisme ‘célèbre’ : celui de El Centro en Californie le 18 mai 1940. Voir le site http://www.vibrationdata.com/elcentro.htm
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Enregistrement des séismes Exemple du séisme de NORTHRIDGE (Californie – USA) 17 JAN 17 1994



intervalle de mesure : 0.02s



𝑡



𝑣(𝑡) =



𝛾 𝜏 . 𝑑𝜏 0



Unités : 𝑡



𝑑(𝑡) =



𝑣 𝜏 . 𝑑𝜏 0
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Réponse sismique de l’oscillateur simple à un mouvement de sa base Position du problème



uT(t) ug(t)



k



ug(t) u(t)



c



m



g(t)=üg(t)



On considère un oscillateur simple sous-critique soumis à un mouvement 𝒖𝒈(𝒕) de son support : c’est en particulier ce qui se passe en cas de séisme où l’accélération du sol 𝒈(𝒕) = ü𝒈 est supposée connue par son « accélérogramme ». Paramètre du mouvement L’oscillateur subit un mouvement global par rapport à sa position de repos tel que 𝒖𝑻(𝒕) = 𝒖𝒈 (𝒕) + 𝒖(𝒕) où 𝒖(𝒕) représente le supplément de déplacement (dit « structural ») permis par la déformation commune au ressort et au dissipateur.



Fig. accélérogramme g(t)



Equation de Lagrange



vitesse Galiléenne







1 1 1 K  m uT2  mu g  u 2 Vv  cu 2 V f  0 2 2 2 d K K Vv V f Ve      0  mug  u  cu  ku  0 dt u u u u u



1 Ve  ku2 2



𝑢 + 2𝜉𝜔𝑢 + 𝜔2 𝑢 = −𝑢𝑔



L’équation du mouvement ne dépend que de deux paramètres : 𝜔 (𝑜𝑢 𝑇) et 𝜉 et, bien sûr, de l’excitation.
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Equation du mouvement



𝑢 + 2𝜉𝜔𝑢 + 𝜔2 𝑢 = −𝑢𝑔



uT(t) ug(t)



k



ug(t) u(t)



Tout se passe comme si l’oscillateur était excité par une force dynamique d’intensité p=-mg u(t)



c



𝑝(𝑡) = −𝑚𝑔 g(t)



Réponse temporelle



𝑢 𝑡 = 𝑎 cos 𝜔𝐷 𝑡 + 𝜑 𝑒 −𝜉𝜔𝑡 −



1 𝜔𝐷



𝑡



𝑢𝐺 𝑡 . 𝑒 −𝜉𝜔



𝑡−𝜏



. sin 𝜔𝐷 (𝑡 − 𝜏) . 𝑑𝜏



0



La réponse permanente est donnée par l’intégrale de Duhamel (avec les notations déjà introduites en PART1). On peut ainsi étudier la réponse à un séisme particulier d’oscillateurs de périodes propres et de coefficients d’amortissement particuliers. Fig. accélérogramme g(t)



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



Fig. réponse particulière u(t)
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Calcul numérique de la réponse d’un oscillateur simple à une excitation sismique Programme ‘PS_Duhamel’ téléchargeable sur le site ‘sciences pour l’ingénieur’ : 1. choisir l’excitation (séisme) 2. choisir les caractéristiques de l’oscillateur (période propre et facteur d’amortissement) 3. choisir le mode REPONSE (déplacement). 4. choisir la durée de calcul (en sec.) 5. appuyer sur CALC



𝑇 = 0.1𝑠 𝜉 = 5%



𝑇 = 0.5𝑠 𝜉 = 5%



𝑇 = 1.0𝑠 𝜉 = 5%



Fig. Réponse de 3 oscillateurs de périodes propres différentes Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse élastique d’un oscillateur : pseudo-oscillateur & pseudo-force Afin de se doter d’un outil de dimensionnement des structures en projet de séisme, on considère un pseudo-oscillateur de même réponse instantanée que l’oscillateur réel 𝑢(𝑡). Ce dernier est doté de la même caractéristique de raideur que l’oscillateur réel mais il est dénué de masse  ainsi, même s’il est soumis à des efforts rapidement variables, sa réponse 𝑢(𝑡) est une réponse statique (mais naturellement variable). Repère Galiléen



masse m



Pseudo-Force FD



rigidité k amortissement c



EXCITATION 𝑢𝑔 (𝑡) mvt. du sol



𝑢(𝑡)



masse nulle &



Réponse structurale



rigidité k 𝑢(𝑡)



𝑢𝑡 (𝑡) Oscillateur simple « réel»



Pseudo-oscillateur



On introduit la pseudo-force 𝐹𝐷 𝑡 qui, appliquée au pseudo-oscillateur, provoque la réponse 𝑢(𝑡). Par conséquent : 𝑭𝑫 𝒕 = 𝒌. 𝒖 𝒕 Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse élastique d’un oscillateur : pseudo-accélération Pseudo-Force 𝐹𝐷 = 𝑚. 𝐷



masse m



mvt. du sol



masse nulle



rigidité k amortissement c ug



uT



u



oscillateur simple



&



rigidité k u



pseudo-oscillateur



Dans un second temps on introduit la notion de « pseudoaccélération » 𝑫 telle que : 𝐹𝐷 = 𝑚. 𝐷 L’identification des deux formes de FD permet de donner la valeur de 𝑫 : 𝐹𝐷 = 𝑘. 𝑢 = 𝑚. 𝛾𝐷  𝑘 𝛾𝐷 = 𝑢 = 𝜔2 𝑢 𝑚



On notera que la pseudo-accélération, au signe près, ne diffère de l’accélération Galiléenne uT que par le terme d’amortissement 2ξωu. En effet :     2 2 u  2 u   u   g   D   u    g  u  2 u 𝛾𝐷 = 𝜔2 . 𝑢      u  T   étant faible, la pseudo-accélération est donc une approximation de l’accélération Galiléenne. A noter toutefois que, quand u = umax alors 𝐃 = ü𝐓 exactement (car u = 0). Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse en amplitude maximale d’un oscillateur simple



Pour un même séisme connu par son accélérogramme 𝑢 𝐺 (𝑡), on peut reporter l’histoire 2𝜋 du déplacement 𝑢(𝑡) pour des oscillateurs de différentes caractéristiques T =  et  (voir PART1). La réponse s’exprime en termes d’intégrale de Duhamel. 𝑢 𝑡 =−



1 𝜔𝐷



𝑡



𝑢𝐺 𝑡 . 𝑒 −𝜉𝜔



𝑡−𝜏



. sin 𝜔𝐷 (𝑡 − 𝜏) . 𝑑𝜏



0



𝑇 = 2.0𝑠, 𝜉 = 10%



Exemple : composante N-S du séisme de El_Centro (USA - 1940) Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



Réponse temporelle d’un oscillateur simple 𝑇 = 2.0𝑠, 𝜉 = 10% master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse en amplitude maximale d’un oscillateur simple Pour un même séisme connu par son accélérogramme 𝑢 𝐺 (𝑡), on peut donc connaître la réponse maximale 𝑢𝑚𝑎𝑥 (𝑇) de différents oscillateurs de même amortissement. 𝝃 = 𝟏𝟎%



Composante N-S du séisme de El_Centro (USA - 1940)



L’amplitude maximale 𝑢𝑚𝑎𝑥 (𝑇) dépend de la période propre 𝑇 ; les maxima surviennent à des instants 𝑡𝑖 différents. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



Réponses temporelles superposées de différents oscillateurs simples 𝑇 = 1.0𝑠, 2.0𝑠, 5.0𝑠 master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse élastique d’un oscillateur : spectre de déplacement



On peut donc reporter l’amplitude maximale Umax obtenue pour chaque oscillateur en fonction de sa période propre dans un même diagramme. La courbe obtenue s’appelle « spectre en déplacement » du séisme.



𝜉 = 5% umax



raide



On observe qu’un oscillateur très raide (𝑇 → 0) n’a pas de réponse structurale, au contraire d’un oscillateur très mou (𝑇 → ∞) qui « suit » fidèlement les mouvements du sol. Dans ce dernier cas, paradoxalement, la masse reste immobile. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



ug



souple



Fig. spectre en déplacement du séisme El Centro N-S obtenu pour un amortissement de 5% pour une plage de période allant de 0 à 20s (calcul de l’intégrale de Duhamel sur les 30 premières secondes de séisme)
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse élastique d’un oscillateur : spectre de déplacement Si, en plus, on étudie des oscillateurs ayant des facteurs d’amortissement  différents, on obtient un réseau de spectres correspondant à 1 séisme.



amortissement croissant



Les spectres sont utiles si on ne s’intéresse qu’à la réponse maximale en amplitude. On perd l’information sur le temps auquel ce maxi survient mais cette information temporelle n’est pas essentielle au dimensionnement de l’ouvrage. L’amplitude de la réponse décroît lorsque le facteur d’amortissement croît. PS_Duhamel



Fig. famille de spectres en déplacement obtenue pour un amortissement allant de 0% à 10% pour une plage de période allant de 0 à 5s (calcul de l’intégrale de Duhamel sur les 30 premières secondes de séisme)
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse élastique d’un oscillateur - spectre de pseudo-accélération 𝟑𝐠



amortissement croissant



En pratique, les spectres de réponse sont tracés en pseudo-accélération 𝐷 = 2 . 𝑢𝑚𝑎𝑥 plutôt qu’en déplacement ; cela permet en effet le calcul des efforts élastiques par la relation : 𝐹𝐷 = 𝑚. 𝛾𝐷 Les spectres étant paramétrés par le facteur d’amortissement. Le passage du spectre en déplacement au spectre en pseudoaccélération s’effectue simplement en multipliant l’ordonnée par 𝜔2



=



2𝜋 2 𝑇
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𝟐𝐠



𝟏𝐠



Fig. famille de spectres en pseudo-accélération de El Centro N-S obtenue pour un amortissement allant de 0% à 10% pour une plage de période allant de 0 à 2s (calcul de l’intégrale de Duhamel sur les 30 premières secondes de séisme)
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse élastique d’un oscillateur - spectre de pseudo-vitesse « quadrilog » On introduit la pseudo-vitesse 𝑣𝐷 définie par : 𝒗𝑫 = 𝝎. 𝒖𝒎𝒂𝒙 =  Déplacement : 𝑢𝑚𝑎𝑥 =



𝑣𝐷 𝜔



𝜸𝑫 𝝎



𝑇



= 2𝜋 𝑣𝐷



 Accélération : 𝛾𝐷 = 𝜔𝑣𝐷 =



2𝜋 𝑣 𝑇 𝐷



Alors :



vitesse



log 𝑣𝐷



𝑇 log 𝑢𝑚𝑎𝑥 = log 𝑣𝐷 + log 2𝜋 𝑇 log 𝛾𝐷 = log 𝑣𝐷 − log 2𝜋



log 𝑓



log 𝑇



Ce qui permet de représenter les 3 grandeurs dans le même diagramme. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



Fig. représentation d’une famille de spectres en pseudo-vitesse en diagramme log-log obtenue pour un amortissement allant de 0% à 10% pour une plage de période allant de 0 à 2s (calcul de l’intégrale de Duhamel sur les 30 premières secondes de séisme) master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse élastique d’un oscillateur - spectre d’accélération enveloppe



amortissement croissant



Sur le même site, il y a lieu de prendre en considération différents séismes (épicentres plus ou moins lointains) ; ce qui rend aléatoires les accélérogrammes.  On adopte l’enveloppe des différents spectres après une étape de « normalisation » qui efface la disparité liée à l’amplitude des différents séismes.



Le dimensionnement d’un ouvrage vis-à-vis du risque sismique s’appuie ainsi sur un spectre enveloppe « normalisé » (au sens réglementaire du terme) résultant du traitement statistique de spectres réels. La forme des différents spectres normalisés est unique et imposée par les règles de calcul parasismique. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse élastique d’un oscillateur - spectre d’accélération normalisé



En France, la forme des spectres et leur modélisation à l’aide de fonctions analytiques a évolué au fur et à mesure de l’enrichissement des informations obtenues grâce aux enregistrements sismiques et à la recherche, et, par conséquent, au gré de la réglementation.



𝑅=



1.86 𝑇



2



3



𝛽=



0.065 3



𝑇



Fig. coefficient de réponse 𝛽 selon règlement PS69 révisé 82 pour un « amortissement normal » (art.3,112-132). Fig. spectre de dimensionnement normalisé 𝑅𝐷 selon règlement PS92 selon le site (art.5.232).
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse élastique d’un oscillateur : spectre enveloppe normalisé de réponse élastique



𝑆𝑒 𝑆. 𝑎𝑔



Selon l’Eurocode NF EN 1998-1 en vigueur.



Pseudo-accélération D



2.5



0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝐵 ∶



𝑇𝐵 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝐶 ∶ 1.0



𝑇𝐶 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝐷 ∶ Période propre 𝑇𝐵



𝑇𝐶



𝑇𝐷 ≤ 𝑇 ≤ 4 𝑠 ∶



𝑇 . 𝜂. 2,5 − 1 𝑇𝐵 𝑆𝑒 𝑇 = 𝑎𝑔 . 𝑆. 𝜂. 2,5 𝑇𝐶 𝑆𝑒 𝑇 = 𝑎𝑔 . 𝑆. 𝜂. 2,5 𝑇 𝑇𝐶 𝑇𝐷 𝑆𝑒 𝑇 = 𝑎𝑔 . 𝑆. 𝜂. 2,5 𝑇2



𝑆𝑒 𝑇 = 𝑎𝑔 . 𝑆. 1 +



𝑇𝐷



𝑆𝑒 𝑇 𝑇 𝑎𝑔𝑅 𝑎𝑔 𝛾𝑙 𝑆 𝑇𝐵 𝑇𝐶 𝑇𝐷



spectre de réponse élastique (en pseudo-accélération) – idem 𝛾𝐷 selon notation précédente; période fondamentale de vibration d’un système linéaire à un seul degré de liberté ; accélération de référence « au rocher » accélération de calcul pour un sol de classe A : 𝑎𝑔 = 𝛾𝑙 . 𝑎𝑔𝑅 ; coefficient d’importance du bâtiment ; paramètre de sol (par la suite nous adopterons la valeur 𝑆 = 1); limite inférieure des périodes correspondant au palier d’accélération spectrale constante ; limite supérieure des périodes correspondant au palier d’accélération spectrale constante ; valeur de période définissant le début de la branche à déplacement spectral constant (en 1/𝑇 2 ) ;



𝜂



valeur du coefficient de correction d’amortissement visqueux déterminée par 𝜂 =
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Réponse élastique d’un oscillateur : spectre normalisé de réponse élastique Se (selon EC8)



Pseudo-accélération D



Commentaires :  Spectre à employer quand la structure reste en régime viscoélastique (*), sans irréversibilité, en cours de séisme ;



 À période nulle, la pseudo-accélération est égale à l’accélération du sol : 𝐷 = 𝑆𝑒 = 𝑎𝑔 ;



1



Période propre



 pour les faibles périodes propres, la pseudoaccélération croît linéairement jusqu’au atteint 𝑇 pour une période TB : 𝐷 = 𝑎𝑔 [1 + 1,5 × ] ; 𝑇𝐵



 Entre les périodes [TB , TC ], la pseudo-accél. est constante et maximale : 𝐷 = 𝑎𝑔 × 2,5 ; 𝑇𝐶 ; 𝑇 𝑇 ×𝑇 2,5 × 𝐶𝑇 2 𝐷



 Au-delà de TC la pseudo-accél. décroît selon 1/T : 𝐷 = 𝑎𝑔 × 2,5 ×  Au-delà de TD la pseudo-accél. décroît selon 1/T² : 𝐷 = 𝑎𝑔 ×



;



 A période infinie (raideur nulle) la pseudo-accélération devient nulle. (*) Note



!



: le spectre dit « de calcul » des règles EC8 prend en compte un facteur de comportement q dépendant de la ductilité du matériau ; cela conduit à réduire le niveau de sollicitation à déplacement sismique égal (voir cours EC8, Master 2).
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Amplitude des accélérations sismiques Catégorie bâtiment I (courante) II III IV



𝛾𝒍 0.8 1.0 1.2 1.4



coefficient d’importance



Zone sismique (FR)



Fig . Caractérisation de l’intensité sismique par l’accélération au rocher. Carte Européenne de l’aléa sismique du programme « SHARE » (Seismic Hazard Harmonization in Europe). Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



1 – très faible 2 – faible 3 – modérée 4 – moyenne 5 - forte



agR m/s² 0.4 0.7 1.1 1.6 3.0



xg 0.040 0.071 0.112 0.163 0.306



accélération de référence au rocher
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Conclusion : de l’accélérogramme au spectre de réponse On étudie la réponse en déplacement d’un oscillateur de caractéristiques 𝒎, 𝒌, 𝒄 (ou 𝑻, 𝝃) à un séisme caractérisé par son accélérogramme 𝛾𝑔 𝑡 . La composante « permanente » de la réponse 𝑢 𝑡 s’exprime par une intégrale de Duhamel : 1 𝑢 𝑡 =− 𝜔𝐷



𝑡



𝑢𝐺 𝑡 . 𝑒 −𝜉𝜔



𝑡−𝜏



. sin 𝜔𝐷 (𝑡 − 𝜏) . 𝑑𝜏



0



En pratique, on a besoin de la réponse maximale 𝒖𝒎𝒂𝒙 = 𝒔𝒖𝒑 𝒖 𝒕 pour dimensionner l’oscillateur et, qui plus est, il est nécessaire d’envisager différents séismes sur le site d’implantation dudit oscillateur. Pour palier cela, on définit le spectre de réponse en accélération d’une famille de séismes ; il s’agit d’un spectre enveloppe qui fournit, par simple lecture, la pseudoaccélération 𝜸𝑫 qui, combinée à la masse 𝒎 de l’oscillateur, donne la force statique « équivalente » 𝑭𝑫 au séisme en produisant la même réponse maximale. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur simple m



Spectre enveloppe de pseudo-accélération : mode d’emploi (principe)  Cas de l’oscillateur simple à 1 seule masse concentrée



Z(t)



k,



Hypothèse : calcul élastique (non-prise en compte de la ductilité)



1. Analyse de structure et modèle d’oscillateur simple équivalent & détermination des caractéristiques m et k ; 2. Détermination de la pulsation propre 𝝎 = 𝒌 𝒎 [rad/s] ; 3. Détermination de la période propre 𝑻 = 𝟐𝝅 𝝎 [s] ;



4. Report de la période propre sur le spectre enveloppe et déduction de la peudo-accélération D tenant compte de l’amortissement  ; 5. Calcul de la force statique équivalente de calcul F D =m. D ; 6. Calcul des sollicitations maximales produites par le séisme (lois de la RDM + règlement de construction approprié). 7. Calcul du déplacement max : 𝒁𝒎𝒂𝒙 =



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



𝑭𝑫 𝒌



D



T



Zmax



F D =m. D



𝜸



= 𝝎𝑫𝟐
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Spectre enveloppe de pseudo-accélération : mode d’emploi (principe) Note : la norme EC8 indique les critères de régularité que doit satisfaire un bâtiment pour être assimilable à un oscillateur simple.



 Cas de l’oscillateur simple à plusieurs masses concentrées



Z(t) N



𝑚𝑖



i



𝑍 𝑡 . 𝜑𝑖



𝑘𝑖



1. Analyse de structure et modèle d’oscillateur simple équivalent par concentration des masses ;



𝑍 𝑡 . 𝜑𝑖 − 𝜑𝑖−1



i-1



2. Détermination des caractéristiques 𝒎𝒊 et 𝒌𝒊 , choix de la fonction d’interpolation  ;



0



3. Détermination de la pulsation propre  [rad/s] par le quotient de Rayleigh (par exemple) : 𝜔2



=



𝑖 𝑘𝑖



𝜑𝑖 − 𝜑𝑖−1 2 𝑖 𝑚𝑖 𝜑 𝑖



2



D



4. Détermination de la période propre T=2/ [s] ; 5. Report de la période propre sur le spectre enveloppe et déduction de la pseudo-accélération 𝑫 tenant compte de l’amortissement  ; Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Spectre enveloppe de pseudo-accélération : mode d’emploi (principe)  Cas de l’oscillateur simple à plusieurs masses concentrées (suite) 6. Calcul de l’effort tranchant 𝑭𝒃 à la base de l’édifice (𝑴 = masse « modale » voir page suivante) : 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑒 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒



𝑚𝑎𝑠𝑠𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑎𝑙𝑒



𝐹𝑏 =



𝑀



× 𝛾𝐷 = λ



𝑚𝑖



× 𝛾𝐷



N=1



FN Fi Fi-1



mi



i ki



𝜆 = coefficient inférieur à 1. 7. Calcul de l’effort sismique horizontal 𝑭𝒊 à chaque niveau : Fb 𝑭𝒊 = 𝒎𝒊 × 𝜸𝒊 où 𝑚𝑖 est la masse du plancher et 𝛾𝑖 son accélération. Or 𝛾𝑖 = 𝜔2 × 𝑣𝑖 où 𝑣𝑖 est le déplacement (max) du plancher. Par sommation : 𝐹𝑏 = 𝐹𝑗 = 𝜔2 × 𝑚𝑗 . 𝑣𝑗 et comme 𝐹𝑖 = 𝜔2 × 𝑚𝑖 . 𝑣𝑖 il vient :



𝑚𝑖 . 𝑣𝑖 𝐹𝑖 = 𝐹𝑏 × 𝑚𝑗 . 𝑣𝑗 (EC8 art. 4.3.3.2.3) 8. Reste ensuite à déterminer les sollicitations et effectuer les combinaisons selon EC0 et EC1 et vérifications réglementaires et les EC2 à EC6 selon matériaux et les compléments EC8. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Spectre enveloppe de pseudo-accélération : notion de « masse modale »



FN



m v mv    



Fi  S e T   mi vi



Le règlement PS92 (art. 6,6124) donnait les peudo-forces sous une forme équivalente à :



N=1



Fi



j



j 2 j j



facteur de participation



mi ki



Fi-1



Que l’on peut ré-écrire de la façon suivante :



Fi  S e T   mi vi



 m jv j







 m jv j



m v m v j



2 j



j



 m v   m v  S T   mv mv    j



e



j



Fb



2



j 2 j j



i i j



j



masse modale



𝑚𝑗 .𝑣𝑗



2



On introduit ainsi la notion de « masse modale » (effective) :



𝑀=



La masse modale 𝑀𝑀 est une fraction  (souvent supérieure à 85%) de la masse totale 𝑴𝑻 :



𝑀 = 𝜆𝑀𝑇 𝜆 > 85%



𝑚𝑗 .𝑣𝑗2



L’EC8 introduit donc l’effort tranchant sismique à la base sous la forme :



Fb  Se T     M T



Ce qui justifie l’expression déjà donnée de la force sismique horizontale au niveau du plancher numéro 𝒊 :



Fi  Fb 



mi  vi  mj vj



notion de masse modale : voir les oscillateurs multiples. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Spectre enveloppe de pseudo-accélération : mode d’emploi (principe)  Cas de l’oscillateur simple à plusieurs masses concentrées (suite) 9. Calcul des déplacements des planchers 𝑣𝑖 : 1



 Le potentiel élastique est : 𝑉𝑒 = 2



𝑗 𝑘𝑗 𝑣𝑗 − 𝑣𝑗−1



 Le quotient de Rayleigh s’exprime par : 𝜔2 =



𝑖 𝑘𝑖



2



𝑣𝑖−𝑣𝑖−1 2



2 𝑖 𝑚𝑖 𝑣𝑖



1



 Ce qui permet de ré-écrire le potentiel élastique sous la forme : 𝑉𝑒 = 𝜔2 2 𝑗 𝑚𝑗 𝑣𝑗2  Le potentiel des pseudo-forces : 𝑉𝐹 = − 𝑗 𝐹𝑗 𝑣𝑗  A l’équilibre, le potentiel statique global 𝒱 = 𝑉𝑒 + 𝑉𝐹 est stationnaire par rapport aux 𝜕𝒱



FN



déplacements : 𝜕𝑣 = 0 , donc : 𝑖



𝜕 𝜕𝑣𝑖



𝑁



𝑗=1



1 −𝐹𝑗 𝑣𝑗 + 𝜔2 𝑚𝑗 𝑣𝑗2 = 0 2



Fi-1



 Par conséquent : 𝐹𝑖 = 𝑚𝑖 × 𝜔2 𝑣𝑖 soit 𝐹𝑖 = 𝑚𝑖 𝛾𝑖 Les déplacements peuvent donc être calculés par : Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



Fi



𝒗𝒊 =



𝜸𝒊 𝑭𝒊 = 𝝎𝟐 𝒎𝒊 𝝎𝟐
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Réponse sismique de l’oscillateur simple Spectre enveloppe de pseudo-accélération : mode d’emploi (principe)  Cas de l’oscillateur simple à plusieurs masses concentrées (suite) 9. Calcul des pseudo-déplacements 𝑣𝑖 des planchers (autre approche) :  Les pseudo-forces statiques équivalentes au séisme forment le vecteur généralisé 𝐹 ;  Ce vecteur est relié linéairement aux pseudo-déplacements 𝑣 par la relation : 𝐹 = 𝐾 𝑣  Le vecteur des pseudo-déplacements 𝑣 est proportionnel au mode propre 𝜑 ayant servi à déterminer la pulsation propre 𝜔 ; de ce fait, il est « vecteur propre » et solution du système : 𝐾 − 𝜔2 . 𝑀 𝑣 = 0 où 𝑀 est la matrice de masse diagonale formée par les masses des planchers.  Par conséquent : FN vN 2 𝐹 = 𝐾 𝑣 =𝜔 𝑀 𝑣 et donc Fi 2 vi 𝐹𝑖 = 𝜔 𝑚𝑖 𝑣𝑖 Ce qui confirme bien que les déplacements peuvent être calculés par : Ce qui s’avère plus simple que par 𝑣 = 𝐾 Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



𝒗𝒊 = −1



𝜸𝒊 𝑭𝒊 = 𝝎𝟐 𝒎𝒊 𝝎𝟐



Fi-1



ki



𝐹
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t)



On considère une structure dont la masse 𝒎 𝒙 est répartie tout au long des éléments ; ces derniers possèdent un module de flexion 𝑬𝑰(𝒙). On s’intéresse à la réponse exprimée en déplacements relatifs 𝒗 (𝒙, 𝒕) sous l’effet des mouvements 𝒗𝒈 (𝒕) de la fondation.



repère Galiléen



Modélisation en masses cohérentes



q2(t)



q3(t) v(x,t)



m(x),EI(x), Y 𝑢𝑔 (𝑡)



X g(t)



Selon l’approche de Ritz, on imagine que le champ de déplacement structural résulte de la superposition de différents motifs de déplacement 𝒊 (fonctions de la ou des variables d’espace) pondérés par les amplitudes 𝒒𝒊 (fonctions de la variable temps). 𝑁



𝑣 𝑥, 𝑡 =



𝑞𝑖 𝑡 . 𝜑𝑖 𝑥 𝑖=1



Ces fonctions de forme sont projetées dans le système d’axes local à chaque élément 𝑘 : 𝑦



𝜑𝑖𝑘 𝑥 = 𝜑𝑖𝑥𝑘 𝑥 . 𝑥 + 𝜑𝑖𝑘 𝑥 . 𝑦 𝑦



𝑥 Généralement, on adopte 𝜑𝑖𝑘 𝑥 = 1 et 𝜑𝑖𝑘 𝑥 polynôme du 3ème degré.



Le mouvement de la fondation est projeté dans le repère global quant à lui : 𝑣𝑔 = 𝑢𝑔 . 𝑋 + 𝑣𝑔 . 𝑌 Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t)



Le déplacement « absolu » d’un point quelconque de l’ossature s’obtient en cumulant le déplacement relatif structural au mouvement de la fondation. 𝑣𝑇 (𝑥, 𝑡) = 𝑣𝑔 (𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡)



repère Galiléen



Modélisation en masses cohérentes



q2(t)



v(x,t)



m(x),EI(x), Y 𝑢𝑔 (𝑡)



X g(t)



On applique le formalisme de Lagrange dans ce qui suit.  Potentiel des forces extérieures 𝑽𝒇 Celui-ci est nul en l’absence de forces extérieures, l’excitation de l’ossature étant produite par le mouvement de sa fondation uniquement.  Potentiel élastique 𝑽𝒆 Celui-ci résulte des seuls mouvements structuraux (relatifs) et s’exprime sous la 1 forme : 𝑉𝑒 = 2 𝑞 𝑇 𝐾 𝑞 en introduisant la matrice de rigidité (cf. PART1) telle que : 𝑦 𝑦 𝑘𝑖𝑗 = 𝐸𝐼𝑘 𝜑"𝑖𝑘 𝑥 . 𝜑"𝑗𝑘 . 𝑑𝑥 𝑘 Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



(𝑆)
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t)



 Pseudo-potentiel dissipatif 𝑽𝒅



Celui-ci résulte de la viscosité des matériaux et 1 s’exprime sous la forme : 𝑉𝑑 = 2 𝑞 𝑇 𝐶 𝑞 en introduisant la matrice de dissipation telle que : 𝑐𝑖𝑗 =



𝜂𝐼𝑘 𝑘



𝑦



(𝑆)



repère Galiléen



Modélisation en masses cohérentes



q2(t)



q3(t) v(x,t)



m(x),EI(x), Y 𝑢𝑔 (𝑡)



X g(t)



𝑦



𝜑"𝑖𝑘 (𝑥). 𝜑"𝑗𝑘 . 𝑑𝑥



en pratique cette matrice n’est pas exprimée explicitement et la viscosité interviendra dans un second temps grâce au facteur d’amortissement 𝜉.  Energie cinétique 𝑲 Il faut prendre garde à bien considérer les vitesses Galiléennes et non pas relatives : 1 𝐾= 𝑚 𝑥 . 𝑣𝑇2 𝑥, 𝑡 . 𝑑𝑥 (𝑆) 2 1 𝐾= 𝑚 𝑥 . 𝑣𝑔 𝑡 + 𝑣 𝑥, 𝑡 2 (𝑆) Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



2



. 𝑑𝑥
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t)



 Energie cinétique 𝑲 (suite) 1 𝐾= 𝑚 𝑥 . 2 (𝑆)



2



𝑁



𝑢𝑔 . 𝑋 + 𝑣𝑔 . 𝑌 +



𝑞𝑖 𝑡 . 𝜑𝑖 𝑥



. 𝑑𝑥



𝑖=1



repère Galiléen



Modélisation en masses cohérentes



q2(t)



q3(t) v(x,t)



m(x),EI(x), Y



X



𝑢𝑔 (𝑡)



g(t)



que l’on ré-écrit sous la forme : 𝐾=



1 𝑚 𝑥 . 2 (𝑆)



2



𝑁



𝑞𝑖 𝑡 . 𝜑𝑖𝑋 𝑥



𝑢𝑔 +



2



𝑁



𝑞𝑖 𝑡 . 𝜑𝑖𝑌 𝑥



+ 𝑣𝑔 +



𝑖=1



. 𝑑𝑥



𝑖=1



en projetant les fonctions de forme dans le repère global. L’application du formalisme de Lagrange introduit les termes en



𝑑 𝜕𝐾 𝑑𝑡 𝜕𝑞𝑗



−



𝜕𝐾 𝜕𝑞𝑗



; seul le premier apporte une



contribution que nous évaluons comme suit : 𝑑 𝜕𝐾 = 𝑑𝑡 𝜕𝑞𝑗



𝑁 (𝑆)



𝑚 𝑥 . 𝜑𝑗𝑋 . 𝑢𝑔 +



𝑁



𝑞𝑖 𝑡 . 𝜑𝑖𝑋 𝑥



+ 𝜑𝑗𝑌 . 𝑣𝑔 +



𝑖=1



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



𝑞𝑖 𝑡 . 𝜑𝑖𝑌 𝑥 𝑖=1
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. 𝑑𝑥



Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t) repère Galiléen



Modélisation en masses cohérentes  Energie cinétique 𝑲 (suite) 𝑁



𝑑 𝜕𝐾 = 𝑑𝑡 𝜕 𝑞𝑗



𝜑𝑗𝑋 . 𝑢𝑔 + 𝑖=1



𝑚 𝑥 . (𝑆)



𝑞𝑖 𝑡 . 𝜑𝑖𝑋 𝑥



+



q2(t)



v(x,t)



m(x),EI(x), Y 𝑢𝑔 (𝑡)



X g(t)



. 𝑑𝑥



𝑁



𝜑𝑗𝑌 . 𝑣𝑔 +



𝑞𝑖 𝑡 . 𝜑𝑖𝑌 𝑥 𝑖=1



On sépare la partie constante (indépendante des 𝑞𝑘 ): 𝑑 𝜕𝐾 = 𝑑𝑡 𝜕𝑞𝑗



𝑢𝑔 𝑡 .



𝑚𝑖𝑗



𝑁



𝑞𝑖 𝑡 𝑖=1



𝑆



(𝑆)



𝑚 𝑥 . 𝜑𝑗𝑋 (𝑥). 𝜑𝑖𝑋 𝑥 + 𝜑𝑗𝑌 (𝑥). 𝜑𝑖𝑌 𝑥 . 𝑑𝑥 +



𝑚𝑗ΔX



𝑚𝑗ΔY



𝑚 𝑥 . 𝜑𝑗𝑋 𝑥 . 𝑑𝑥 + 𝑣𝑔 𝑡 .



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



𝑆



𝑚 𝑥 . 𝜑𝑗𝑌 𝑥 . 𝑑𝑥
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t)



 Equations de Lagrange De tout ce qui précède on déduit : 𝑁



𝑁



𝑚𝑖𝑗 . 𝑞𝑖 + 𝑖=1



𝑁



𝑖=1



q2(t)



q3(t) v(x,t)



m(x),EI(x), Y



X



𝑢𝑔 (𝑡)



g(t)



𝑖=1



𝑚𝑖𝑗 =



avec :



𝑘𝑖𝑗 . 𝑞𝑖 = −𝑢𝑔 . 𝑚𝑗Δ𝑋 − 𝑣𝑔 . 𝑚𝑗Δ𝑌



𝑐𝑖𝑗 . 𝑞𝑖 +



repère Galiléen



Modélisation en masses cohérentes



(𝑆)



𝑚 𝑥 . 𝜑𝑗𝑋 (𝑥). 𝜑𝑖𝑋 𝑥 + 𝜑𝑗𝑌 (𝑥). 𝜑𝑖𝑌 𝑥 . 𝑑𝑥 = 𝑦



𝑦



𝑦



𝑦



𝑘𝑖𝑗 =



𝑘 𝐸𝐼𝑘



𝜑"𝑖𝑘 𝑥 . 𝜑"𝑗𝑘 . 𝑑𝑥 (𝑆)



𝑐𝑖𝑗 =



𝜂𝐼𝑘



𝜑"𝑖𝑘 (𝑥). 𝜑"𝑗𝑘 . 𝑑𝑥



𝑘



𝑚𝑗Δ𝑋 = 𝑚𝑗Δ𝑌 =



𝑆



𝑆



(𝑆)



(𝑆)



𝑚 𝑥 . 𝜑𝑖 . 𝜑𝑗 . 𝑑𝑥



(si flexion seule prise en compte)



𝑚 𝑥 . 𝜑𝑗𝑋 𝑥 . 𝑑𝑥 𝑚 𝑥 . 𝜑𝑗𝑌 𝑥 . 𝑑𝑥



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



Naturellement toutes ces intégrales sont partitionnées par élément de structure.
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t)



Modélisation en masses cohérentes repère Galiléen



 Equations de Lagrange Les N équations du mouvement peuvent être transcrites sous forme matricielle (*) (**) : 𝑀 𝑞 + 𝐶 𝑞 + 𝐾 𝑞 = −𝑢𝑔



𝑀ΔX



− 𝑣𝑔



𝑀 ΔY



q2(t)



q3(t) v(x,t)



m(x),EI(x), Y 𝑢𝑔 (𝑡)



X g(t)



Notation : 𝐴 matrice carrée 𝑉 vecteur



L’approche en masse concentrée est abordée dans les pages qui suivent. La différence de modélisation affecte l’énergie cinétique et donc la matrice de masse et le second membre. Les équations du mouvement prennent la même forme. (*) Le cas échéant la composante vertical 𝑤𝑔 doit être prise en compte. (**) Dans le calcul des tours et silos, il peut être nécessaire de prendre les composantes de rotation du sol également. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t)



Seule l’énergie cinétique est affectée par le passage au modèle en masses concentrées. On suppose maintenant que toute la masse de la structure est concentrée en 𝑁𝑏 nœuds 𝐴𝑘 . En chaque nœud les caractéristiques de masse sont la masse 𝑀𝑘 du nœud et, le cas échéant, son inertie de rotation 𝐽𝑘 .



𝑉𝑘



Ω𝑘



𝑣𝑔



Ak repère Galiléen 𝑢𝑔



repère Galiléen



Modélisation en masses concentrées



q2(t)



q3(t) v(x,t)



EI(x), Y



X



𝑢𝑔 (𝑡)



g(t)



Le déplacement relatif (structural) du nœud 𝐴𝑘 est donné par ses composantes de translation 𝑈𝑘 , 𝑉𝑘 en repère global et la composante de rotation Ω𝑘 (cas des ossatures planes).



𝑈𝑘



Ces composantes sont des fonctions linéaires des paramètres de position 𝑞𝑖 𝑡 : 𝑁



Uk t =



𝑁



𝑎𝑖𝑘 . 𝑞𝑖 (𝑡)



Vk t =



𝑖=1



𝑁



𝑏𝑖𝑘 . 𝑞𝑖 (𝑡) 𝑖=1



Ωk t =



𝑐𝑖𝑘 . 𝑞𝑖 (𝑡) 𝑖=1



Le déplacement absolu (Galiléen) s’obtient en ajoutant le mouvement de la fondation. 𝑈𝑘𝑇 = 𝑢𝑔 + 𝑈𝑘



𝑉𝑘𝑇 = 𝑣𝑔 + 𝑉𝑘



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



Ω𝑇𝑘 = Ω𝑘
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t)



L’énergie cinétique est donc égale à : 1 𝐾= 2



𝑁𝑏



𝑀𝑘



𝑢𝑔 + 𝑈𝑘



2



+ 𝑣𝑔 + 𝑉𝑘



2



+ 𝐽𝑘 . Ω2𝑘



𝑘=1



repère Galiléen



Modélisation en masses concentrées



𝑉𝑘



q3(t) v(x,t)



EI(x), Y 𝑢𝑔 (𝑡)



Ω𝑘



X g(t)



L’application du formalisme de Lagrange introduit les termes en



𝑣𝑔



Ak



𝑑 𝜕𝐾 𝑑𝑡 𝜕𝑞𝑗



repère Galiléen 𝑢𝑔



q2(t)



𝑈𝑘



−



𝑑 𝜕𝐾 𝑑 = 𝑑𝑡 𝜕 𝑞𝑗 𝑑𝑡



𝜕𝐾 𝜕𝑞𝑗



dont seul le premier apporte une contribution :



𝑁𝑏



𝑀𝑘 𝑘=1



𝜕𝑈𝑘 𝜕𝑉𝑘 𝑢𝑔 + 𝑈𝑘 + 𝑣 + 𝑉𝑘 𝜕𝑞𝑗 𝜕𝑞𝑗 𝑔 𝑁



soit : 𝑑 𝜕𝐾 = 𝑑𝑡 𝜕𝑞𝑗



𝑁𝑏



𝑀𝑘 𝑎𝑗𝑘 𝑢𝑔 +



𝜕 Ω𝑘 Ω 𝜕 𝑞𝑗 𝑘



𝑁



𝑎𝑖𝑘 . 𝑞𝑖 (𝑡) + 𝑏𝑗𝑘 𝑣𝑔 + 𝑖=1



𝑘=1



+ 𝐽𝑘 .



𝑏𝑖𝑘 . 𝑞𝑖 (𝑡)



+



𝑖=1 𝑁



𝐽𝑘 . 𝑐𝑗𝑘 .



𝑐𝑖𝑘 . 𝑞𝑖 (𝑡) 𝑖=1
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Modélisation en masses concentrées 𝑁



𝑑 𝜕𝐾 = 𝑑𝑡 𝜕𝑞𝑗



𝑀𝑘 𝑎𝑗𝑘 𝑢𝑔 +



𝑁𝑏



𝑁



𝑎𝑖𝑘 . 𝑞𝑖 (𝑡) + 𝑏𝑗𝑘 𝑣𝑔 + 𝑖=1



𝑏𝑖𝑘 . 𝑞𝑖 (𝑡) 𝑖=1



𝑁



𝑘=1



𝐽𝑘 . 𝑐𝑗𝑘 .



𝑐𝑖𝑘 . 𝑞𝑖 (𝑡) 𝑖=1



𝑁



𝑁𝑏



𝑞𝑖 . 𝑖=1



𝑀𝑘 𝑎𝑗𝑘 . 𝑎𝑖𝑘 + 𝑏𝑗𝑘 . 𝑏𝑖𝑘 + 𝐽𝑘 . 𝑐𝑗𝑘 . 𝑐𝑖𝑘



𝑘=1 𝑁𝑏



𝑢𝑔
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+



q2(t)



EI(x), Y 𝑢𝑔 (𝑡)



X g(t)



𝑀𝑘 . 𝑏𝑗𝑘 𝑖=1



master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot



q3(t) v(x,t)



𝑁𝑏



𝑀𝑘 . 𝑎𝑗𝑘 + 𝑣𝑔 𝑖=1



q1(t) repère Galiléen



On sépare les termes constants (dus au séisme) des termes dépendant des accélération des paramètres de position :



𝑑 𝜕𝐾 = 𝑑𝑡 𝜕𝑞𝑗



+
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Modélisation en masses concentrées 𝑁𝑏



𝑞𝑖 . 𝑖=1



𝑀𝑘 𝑎𝑗𝑘 . 𝑎𝑖𝑘 + 𝑏𝑗𝑘 . 𝑏𝑖𝑘 + 𝐽𝑘 . 𝑐𝑗𝑘 . 𝑐𝑖𝑘



𝑘=1 𝑁𝑏



𝑢𝑔



𝑁𝑏



𝑀𝑘 . 𝑎𝑗𝑘 + 𝑣𝑔 𝑖=1



𝑀𝑘 . 𝑏𝑗𝑘 𝑖=1



On met ainsi en évidence les termes de la matrice de masse et le second membre des équations du mouvement lié au séisme : 𝑁𝑏



𝑚𝑖𝑗 =



𝑀𝑘 𝑎𝑗𝑘 . 𝑎𝑖𝑘 + 𝑏𝑗𝑘 . 𝑏𝑖𝑘 + 𝐽𝑘 . 𝑐𝑗𝑘 . 𝑐𝑖𝑘 𝑘=1 𝑁𝑏



𝑚𝑗Δ𝑋 =



+



q1(t) repère Galiléen



𝑑 𝜕𝐾 = 𝑑𝑡 𝜕𝑞𝑗



𝑁



q2(t)



v(x,t)



EI(x), Y 𝑢𝑔 (𝑡)



X g(t)



𝑀𝑘 . 𝑎𝑗𝑘 𝑖=1 𝑁𝑏



𝑚𝑗Δ𝑌 =



𝑀𝑘 . 𝑏𝑗𝑘 𝑖=1



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Modélisation en masses concentrées (exemple) 𝑉1 = 0 𝑀1



Y 𝑢𝑔 (𝑡)



X 𝑀0



1



𝑢𝑔 + 𝑞1



2



1 + 𝑣𝑔2 + M2 2



𝑀2 𝑈2



𝒒𝟏 = 𝑈1



Energie cinétique (on pose tan 𝛼 = 𝑡 et, donc, cos2 𝛼 = 1 + t 2 ) : 1 1 K = M0 𝑢𝑔2 + 𝑣𝑔2 + M1 2 2



𝛼



𝑢𝑔 + 𝑞1 − 𝑞2 𝑡



2



𝑣𝑔 (𝑡)



repère Galiléen



Exemple : on considère un demi-portique à traverse inclinée dans l’hypothèse de l’inextensibilité des éléments de structure. On fait abstraction de l’inertie de rotation des masses concentrées en 𝑀0 , 𝑀1 , 𝑀2 . Cette ossature ne comporte que 2 degrés de liberté dynamiques . En effet : 𝑼𝟏 = 𝒒𝟏 (1er DDL), 𝑉1 = 0, 𝑈2 = 𝑈1 − 𝑉2 tan 𝛼, 𝑽𝟐 = 𝒒𝟐 (2ème DDL).



𝒒𝟐 = 𝑉2



+ 𝑣𝑔 + 𝑞2



2



Dérivées (Lagrange) :



𝑑 𝜕𝐾 𝜕𝐾 − = 𝑀1 𝑢𝑔 + 𝑞1 + 𝑀2 𝑢𝑔 + 𝑞1 − 𝑞2 𝑡 𝑑𝑡 𝜕𝑞1 𝜕𝑞1 𝑑 𝜕𝐾 𝜕𝐾 − = −𝑀2 𝑡 𝑢𝑔 + 𝑞1 − 𝑞2 𝑡 + 𝑀2 𝑣𝑔 + 𝑞2 𝑑𝑡 𝜕𝑞2 𝜕𝑞2
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NOTE : La masse ramenée à la fondation n’intervient pas dans les équations du mouvement.
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Modélisation en masses concentrées (exemple)



Et les seconds membres :



On note :



que l’on écrit :



𝑀1 + 𝑀2 0 = 𝑀2 −𝑀2 𝑡



−𝑀2 𝑡 𝑀2 1 + 𝑡 2



−𝑀2 𝑡 𝑀2 1 + 𝑡 2



𝑀Δ𝑋 = 𝑀 . Δ𝑋
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𝑀2 𝑈2



𝒒𝟏 = 𝑈1 Y



𝑢𝑔 (𝑡)



𝑀1 + 𝑀2 0 −𝑣𝑔 𝑀2 −𝑀2 𝑡



X 𝑀0



𝑀Δ𝑌



𝑀Δ𝑋



𝑀1 + 𝑀2 𝑀1 + 𝑀2 = −𝑀2 𝑡𝛼 −𝑀2 𝑡



𝛼



𝑣𝑔 (𝑡)



𝐹 = −𝑢𝑔



𝑀1



repère Galiléen



𝑑 𝜕𝐾 𝜕𝐾 − = 𝑀1 𝑢𝑔 + 𝑞1 + 𝑀2 𝑢𝑔 + 𝑞1 − 𝑞2 𝑡 𝑑𝑡 𝜕𝑞1 𝜕𝑞1 De 𝑑 𝜕𝐾 𝜕𝐾 − = −𝑀2 𝑡 𝑢𝑔 + 𝑞1 − 𝑞2 𝑡 + 𝑀2 𝑣𝑔 + 𝑞2 𝑑𝑡 𝜕𝑞2 𝜕𝑞2 𝑀1 + 𝑀2 −𝑀2 𝑡 On déduit la matrice de masse : 𝑀 = −𝑀2 𝑡 𝑀2 1 + 𝑡 2



𝒒𝟐 = 𝑉2



𝑉1



.



1 0



𝑀2 𝑡 𝑀1 1 + 𝑡 2 + 𝑀2 . 𝑀1 + 𝑀2 𝑀1 1 + 𝑡 2 + 𝑀2



et



𝑀Δ𝑌 = 𝑀 . Δ𝑌
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Modélisation en masses concentrées (exemple)



𝑉1



𝑀 =



𝑀1 + 𝑀2 0



0 𝑀2 0 𝑀1 + 𝑀2 −𝑣𝑔 𝑀2 0



𝐹 = −𝑢𝑔



seconds membres :



𝑀Δ𝑋



et les vecteurs « Δ » : Δ𝑋 =



repère Galiléen



matrice de masse :



𝑀1



𝑀2 𝑈2



𝒒𝟏 = 𝑈1 Y



𝑢𝑔 (𝑡)



𝑀Δ𝑌



X 𝑀0



1 0 et Δ𝑌 = 0 1



𝑣𝑔 (𝑡)



A noter que si l’inclinaison avait été nulle, on aurait eu :



𝒒𝟐 = 𝑉2



La matrice de masse est devenue diagonale et les vecteurs Δ sont composés de 0 et de 1. CONCLUSION : équations du mouvement Un oscillateur multiple soumis à un séisme répond à l’équation de mouvement : 𝑀 𝑞 + 𝐶 𝑞 + 𝐾 𝑞 = −𝛾𝑔 𝑀Δ = −𝛾𝑔 . 𝑀 Δ où le vecteur Δ est caractéristique de la direction de l’accélération sismique 𝛾𝑔 . Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot



page 45



Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t)



Vibrations forcées amorties de l’oscillateur multiple soumis à une accélération forcée de ses fondations



q2(t)



q3(t) v(x,t)



m(x),EI(x),



Forme de l’équation (matricielle) du mouvement : 𝑀 𝑞 + 𝐶 𝑞 + 𝐾 𝑞 = 𝐹



Y X g(t)



Sous forme développée : 𝑚11 𝑚12 𝑚1𝑁



𝑚12 𝑚22 ⋮



⋯ ⋱ ⋯



𝑚1𝑁



⋮



𝑚𝑁𝑁



Forme du vecteur force :



𝑞1 𝑞2 + ⋮ 𝑞𝑁



𝑐11 𝑐12 𝑐1𝑁



𝑐12 𝑐22 ⋮



⋯ ⋱ ⋯



𝑐1𝑁



⋮



𝑐𝑁𝑁



𝑞1 𝑞2 + ⋮ 𝑞𝑁



𝑘11 𝑘12 𝑘1𝑁



𝑘12 𝑘22 ⋮



⋯ ⋱ ⋯



𝑘1𝑁



⋮



𝑘𝑁𝑁



𝑞1 𝑚1Δ 𝑞2 𝑚2Δ = −𝛾 𝑔 ⋮ ⋮ Δ 𝑞𝑁 𝑚𝑁



𝐹 = −𝛾𝑔 . 𝑀Δ



[𝑴] est un vecteur colonne comportant des termes de masse dépendant du modèle utilisé (masse concentrée ou masse cohérente) et de la direction du séisme (horizontale ou verticale). On écrira ∶ 𝑀∆ = 𝑀 . ∆
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple q1(t)



Vibrations forcées amorties de l’oscillateur multiple soumis à une accélération forcée de ses fondations (suite)



𝐷𝑗



𝑇



𝑀 𝐷𝑘 = 𝐷𝑗



𝑇



𝐶 𝐷𝑘 = 𝐷𝑗



q3(t) v(x,t)



Détermination des pulsations et modes propres (voir PART1) : 𝑑𝑒𝑡 𝐾 − 𝜔𝑖2 𝑀 = 0 et 𝐾 − 𝜔𝑖2 𝑀 𝐷𝑖 = 0 Propriété d’orthogonalité (rappel) :



q2(t)



m(x),EI(x), Y X



𝑇



g(t)



𝐾 𝐷𝑘 = 0 𝑠𝑖 𝑗 ≠ 𝑘



Rappel des propriétés des modes normalisés : 𝑑𝑖 𝑇 𝑀 𝑑𝑖 = 1 et 𝑑𝑖 𝑇 𝐾 𝑑𝑖 = 𝜔𝑖2



Normalisation par rapport à la matrice de masse : 𝐷𝑖 𝑑𝑖 = 𝐷𝑖 𝑇 𝑀 𝐷𝑖



𝑑𝑘



𝑇



+ orthogonalité: 𝑀 𝑑𝑗 = 𝑑𝑘 𝑇 𝐾 𝑑𝑗 = 0 et si 𝑘 ≠ 𝑗 ⇒ 𝑑



𝑇



𝑀 𝑑 = 𝐼



UTILISATION : décomposition modale des déplacements généralisés : 𝑁



𝑞 𝑡



=



𝑦𝑗 𝑡 × 𝐷𝑗 = 𝐷 𝑦 𝑗=1



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



où la matrice 𝐷 est formée par la juxtaposition des vecteurs 𝐷𝑗 et 𝑦 est le vecteur formé par les coordonnées normales 𝑦𝑗 𝑡 .
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibrations forcées amorties de l’oscillateur multiple soumis à une accélération forcée de ses fondations (suite) La décomposition modale des déplacements généralisés conduit à un système d’équations découplées du fait de l’orthogonalité des modes propres.



q1(t)



q2(t)



v(x,t) m(x),EI(x), Y X g(t)



Le processus de calcul est le suivant : /1/ on part de l’équation matricielle du mouvement : 𝑀 𝑞 + 𝐶 𝑞 + 𝐾 𝑞 = −𝛾𝑔 . 𝑀 Δ



/2/ on décompose le vecteur des déplacements généralisés dans l’espace des modes propres : 𝑞 𝑡



=



𝑦𝑖 𝑡 × 𝐷𝑖



𝑦𝑖 est une « coordonnée normale » /3/ on remplace dans l’équation du mouvement : 𝑀 𝑦𝑖 + 𝐶 𝑦𝑖 + 𝐾 𝑦𝑖 𝐷𝑖 = −𝛾𝑔 . 𝑀 Δ Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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q3(t)
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibrations forcées amorties de l’oscillateur multiple soumis à une accélération forcée de ses fondations (suite) /4/ on prémultiplie par l’un des modes propres (transposé) : 𝐷𝑘



𝑡



𝑀 𝑦𝑖 + 𝐶 𝑦𝑖 + 𝐾 𝑦𝑖 𝐷𝑖 = −𝛾𝑔 . 𝐷𝑘



𝑡



𝑀 Δ



/5/ on tient compte de la propriété d’orthogonalité par rapport aux trois matrices : 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘 . 𝑦𝑘 + 𝐷𝑘 𝑡 𝐶 𝐷𝑘 . 𝑦𝑘 + 𝐷𝑘 𝑡 𝐶 𝐷𝑘 . 𝑦𝑘 = −𝛾𝑔 . 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 Δ  les équations se trouvent être découplées : 𝑚𝑘∗ . 𝑦𝑘 + 𝑐𝑘∗ . 𝑦𝑘 + 𝑘𝑘∗ . 𝑦𝑘 = −𝛾𝑔 . 𝐿𝑘 avec : • 𝑚𝑘∗ = 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘 masse généralisée • 𝑐𝑘∗ = 𝐷𝑘 𝑡 𝐶 𝐷𝑘 amortissement généralisée • 𝑘𝑘∗ = 𝐷𝑘 𝑡 𝐾 𝐷𝑘 raideur généralisée • 𝐿𝑘 = 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 Δ second membre généralisé (au facteur −𝛾𝑔 près) NOTE : Si l’on a choisi de normaliser les modes par rapport à la matrice de masse, alors la masse généralisée est unitaire : 𝑚𝑘∗ = 𝑑𝑘 𝑡 𝑀 𝑑𝑘 = 1 et 𝑘𝑘∗ = 𝜔𝑘2 Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibrations forcées amorties de l’oscillateur multiple soumis à une accélération forcée de ses fondations (suite) /6/ on divise chaque équation découplée par la masse généralisée 𝑚𝑘∗ (rappel : celle-ci vaut 1 si l’on utilise des modes normalisés) : 𝐷𝑘 𝑡 𝐶 𝐷𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝐾 𝐷𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 Δ 𝑦𝑘 + 𝑦 + 𝑦 = −𝛾𝑔 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘 𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘 𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘 soit : 𝑐𝑘∗ 𝑘𝑘∗ 𝐿𝑘 𝑦𝑘 + ∗ 𝑦𝑘 + ∗ 𝑦𝑘 = −𝛾𝑔 ∗ 𝑚𝑘 𝑚𝑘 𝑚𝑘 /7/ on exprime le terme de viscosité 𝑐𝑘∗ par l’introduction de l’amortissement critique 2𝑚𝑘∗ 𝜔𝑘



et le facteur d’amortissement 𝜉𝑘 où



𝑦𝑘 +



2𝜉𝑘 𝜔𝑘 . 𝑦𝑘 +𝜔𝑘2 . 𝑦𝑘



𝜔𝑘2



=



𝑘𝑘∗ ∗ 𝑚𝑘



de sorte que :



𝐷𝑘 𝑡 𝑀 Δ 𝐿𝑘 = −𝛾𝑔 . = −𝛾𝑔 . ∗ 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘 𝑚𝑘



Le cas échéant le facteur d’amortissement 𝜉𝑘 peut être distingué selon le mode (cas de la pluralité de matériaux ou de partis constructifs dans une même structure). Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibrations forcées amorties de l’oscillateur multiple soumis à une accélération forcée de ses fondations (suite)



La décomposition modale des déplacements généralisés conduit donc à un système d’équations découplées : 𝑦𝑘 +



2𝜉𝑘 𝜔𝑘 . 𝑦𝑘 +𝜔𝑘2 . 𝑦𝑘



𝐿𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 Δ = −𝛾𝑔 . ∗ = −𝛾𝑔 . 𝑚𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘



q1(t)



q2(t)



q3(t) v(x,t)



m(x),EI(x), Y X g(t)



/8/ Chaque coordonnée normale 𝑦𝑘 (𝑡) s’exprime par une intégrale de Duhamel (cf. PART1) : 1 𝐿𝑘 𝑦𝑘 𝑡 = − × × 𝜔𝐷𝑘 𝑚𝑘∗



𝑡



𝛾𝑔 𝜏 . 𝑒 −𝜉𝑘 𝜔𝑘



𝑡−𝜏



. 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝐷𝑘 𝑡 − 𝜏 . 𝑑𝜏



𝜏=0



Et la réponse temporelle globale résulte de la recombinaison : 𝑁 𝑟é𝑝𝑜𝑛𝑠𝑒 𝑑𝑢 𝑗 è𝑚𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑒



𝑞 𝑡



=



𝑦𝑗 𝑡 × 𝐷𝑗



= 𝐷 𝑦 𝑡



𝑗=1



En fait, pour les ouvrages courants, on s’intéresse à la réponse maximale 𝑞𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑦𝑘𝑚𝑎𝑥 × 𝐷𝑘 du mode 𝑘 provoquée par le séisme d’accélération 𝛾𝑔 𝑡  Plutôt que de s’appuyer sur le sismogramme du séisme – trop singulier – on lui préfère le spectre en déplacement. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Réponse maximale de l’oscillateur multiple soumis à un séisme (suite)  Réponse maximale en déplacement du mode N° k /9/ Chaque coordonnée normale : 𝑦𝑘 𝑡 =



𝐿𝑘 1 × − 𝑚𝑘∗ 𝜔𝐷𝑘



𝑡



𝛾𝑔 𝜏 . 𝑒 −𝜉𝑘 𝜔𝑘



𝑡−𝜏



. 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝐷𝑘 𝑡 − 𝜏 . 𝑑𝜏



𝜏=0



est donc remplacée par sa valeur maximale : 𝐿𝑘 𝑦𝑘𝑚𝑎𝑥 = ∗ × 𝑆𝐷 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 𝑚𝑘 2𝜋 où 𝑇𝑘 = 𝜔 est la période propre du mode 𝑘 𝑘



d g  0.025  ag  S  TC  TD



𝑆𝐷 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘



T  S D T   S T      2 



2



et 𝜉𝑘 son facteur d’amortissement.



Le vecteur déplacement dans le mode k est alors donné par : 𝑞𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑎𝑘 . 𝐷𝑘 . 𝑆𝐷 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 𝑳𝒌 𝒎𝒌 ∗



𝑫𝒌 𝒕 𝑴 𝜟 𝑫𝒌 𝒕 𝑴 𝑫𝒌



Avec 𝒂𝒌 = = facteur de participation Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



𝑇𝑘



Fig. Spectre de réponse élastique en déplacement NF EN 1988-1 Annexe A.1 master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Réponse maximale de l’oscillateur multiple soumis à un séisme (suite)  Réponse maximale en effort du mode N° k 𝐿𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 Δ 𝑎𝑘 = ∗ = 𝑚𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘



Pour chaque mode, on passe des déplacements aux pseudo-forces statiques équivalentes au séisme grâce à la matrice de rigidité. En effet : 𝐹𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝐾 𝑞𝑘𝑚𝑎𝑥 donc :



𝐹𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑎𝑘 . 𝑆𝐷 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 𝐾 𝐷𝑘



comme 𝐷𝑘 est mode propre, par définition, il satisfait l’équation 𝐾 𝐷𝑘 = 𝜔𝑘2 . 𝑀 𝐷𝑘 et donc : 𝐹𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑎𝑘 . 𝜔𝑘2 . 𝑆𝐷 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 𝑀 𝐷𝑘



Fig. Spectre de réponse en pseudo-accélération NF EN 1988-1 Art. 3.2.2.2



On voit apparaître le pseudo-spectre d’accélération : 𝑆𝑒 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 = 𝜔𝑘2 × 𝑆𝐷 𝑇𝑘𝑇,𝑘𝜉𝑘 Par conséquent : 𝑭𝒎𝒂𝒙 = 𝒂𝒌 𝑀 𝑫𝒌 . 𝑺𝒆 𝑻𝒌 , 𝝃𝒌 𝒌 Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Réponse maximale de l’oscillateur multiple soumis à un séisme (suite)  Réponse maximale en effort du mode N° k



𝐹𝑘𝑚𝑎𝑥 F13



= 𝑎𝑘 𝑀 𝐷𝑘 . 𝑆𝑒 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 F23



F12



F33 F22



F11



𝐿𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 Δ 𝑎𝑘 = ∗ = 𝑚𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘



F21



F32



𝑆𝑒 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘



F31 𝑇𝑘



mode 1



mode 2



mode 3



Fig. Illustration des forces statiques équivalentes au séisme



Fig. Spectre de réponse en pseudo-accélération NF EN 1988-1 Art. 3.2.2.2



NOTE SUR LES UNITES



!



    



Si 𝑀 en 𝑡 et 𝐾 en 𝑘𝑁/𝑚 alors 𝜔𝑘 en 𝑟𝑎𝑑/𝑠 et mode 𝐷𝑘 en 𝑚. Vecteur Δ adimensionnel Masse généralisée 𝑚𝑘∗ = 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘 en 𝑡. 𝑚2 et 𝐿𝑘 = 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝛥 en 𝑡. 𝑚 Mode normalisé : 𝑑𝑘 en 1/ 𝑡 Facteur de participation 𝑎𝑘 en 1/𝑚
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Réponse maximale de l’oscillateur multiple soumis à un séisme (suite – autre présentation)  Réponse maximale en effort du mode N° k – notion de masse nodale  Le vecteur des forces statiques équivalentes au séisme dans le mode 𝑛°𝑘 est : 𝐹𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑎𝑘 𝑀 𝐷𝑘 𝑆𝑒 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 vecteur force = facteur de participation X matrice de masse X mode X pseudo-accélération 𝑎𝑘 est le facteur de participation du mode 𝑘 : 𝐿𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 Δ 𝑎𝑘 = ∗ = 𝑚𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘 Ainsi : 𝐿𝑘 𝑚𝑎𝑥 𝐹𝑘 = ∗ 𝑀 𝐷𝑘 𝑆𝑒 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 𝑚𝑘 Soit : 𝐿2𝑘 𝑀 𝐷𝑘 𝑚𝑎𝑥 𝐹𝑘 = ∗× 𝑆𝑒 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 𝑚𝑘 𝐿𝑘 Le terme : 𝐿2𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 Δ 2 𝑀𝑘 = ∗ = 𝑚𝑘 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘 est homogène à une masse : c’est la masse modale du mode k pour le séisme caractérisé par le vecteur Δ . Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Réponse maximale de l’oscillateur multiple soumis à un séisme (suite – autre présentation)  Réponse maximale en effort du mode N° k – notion de masse nodale 𝑀 𝐷𝑘 𝐹𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑀𝑘 × × 𝑆𝑒 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 𝐿𝑘 INTERPRETATION : La masse modale peut être considérée comme la fraction de masse de la structure excitée par le séisme dans le mode k de vibration. cas particulier du modèle « en brochette » (cas des masses concentrées à matrice diagonale) : Fk3



𝐷𝑘3



𝑀3



Fk2 𝑀2 Fk1 𝑀1



𝐷𝑘3



𝐷𝑘1



M1 0 0 1 M2 0 et Δ = 1 M = . . . M3 1 N 2 ∗ Lk = N j=1 Mj . Dkj et 𝑚𝑘 = j=1 Mj . D𝑘𝑗 donc Mk =



𝐿2𝑘 ∗ 𝑚𝑘



=



N j=1 Mj .Dkj N M .D2 j=1 j 𝑘𝑗



2



Composante n°i du vecteur force : 𝑀𝑖 . 𝐷𝑘𝑖 𝑚𝑎𝑥 ⇒ 𝐹𝑘𝑖 = 𝑀𝑘 × × 𝑆𝑒 𝑇𝑘 , 𝜉𝑘 𝑀𝑗 . 𝐷𝑘𝑗 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝑎𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑙
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Spectre enveloppe de pseudo-accélération : mode d’emploi (principe résumé)  Cas de l’oscillateur multiple à plusieurs masses concentrées



Dj3



Mode j



Dj2



1. Analyse de structure et modèle d’oscillateur multiple à masse concentrée ou cohérente ; 2. Détermination des matrices 𝑀 , 𝐾 , Δ (par Lagrange) ;



Dj1 Période Tj



3. Détermination des pulsations propres 𝒋 et des périodes propres 𝑻𝒋 ; 4. Détermination des modes propres [𝑫𝒋 ] (et, optionnellement, normalisation par rapport à la matrice de masse) ; 5. Détermination des facteurs de participation 𝒂𝒋 ;



𝐷𝑘 𝑡 𝑀 Δ 𝑎𝑘 = 𝐷𝑘 𝑡 𝑀 𝐷𝑘



6. Choix d’un facteur de viscosité 𝒋 ; 7. Report des périodes propres sur le spectre de réponseS et déduction des pseudo-accélérations 𝑺𝒆 (𝒋, ) ; 8. Calcul des forces statiques modales maximales équivalentes au séisme dans le mode 𝑗 : 𝑀 [𝐹𝑗 ] = 𝑎𝑗 . 𝑀 . [𝐷𝑗 ]. 𝑆𝑒 (𝑗 , ) = 𝑀𝑗 . . [𝐷𝑗 ]. 𝑆𝑒 (𝑗 , ) 𝐿𝑗 Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Spectre enveloppe de pseudo-accélération : mode d’emploi (principe résumé)  Cas de l’oscillateur multiple à plusieurs masses concentrées



Dj2



Mode j



9. Détermination des déplacements 𝑞𝑗𝑚𝑎𝑥 pour chaque mode : 1 𝑚𝑎𝑥 −1 𝑞𝑗 = 𝐾 𝐹𝑗 = 2 𝑀 −1 𝐹𝑗 𝜔𝑗



Dj3



Dj1 Période Tj



La seconde égalité est plus commode d’emploi lorsque la matrice de masse est diagonale puisque son inverse est formée par les inverses des termes diagonaux : Si 𝑀 diagonale alors (symboliquement) : 𝑀



−1



=



1 𝑀



10. Modèle de calcul des réponses (sollicitations, déplacements) et combinaison quadratique des réponses modales pour former la réponse globale. Si la structure est isostatique, le calcul des sollicitations peut être fait par application des méthodes statiques, sinon utiliser les équations de comportement des éléments de structures établies lors de la construction de la matrice de rigidité.
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Réponse maximale de l’oscillateur multiple soumis à un séisme (suite)  Réponse maximale globale par combinaison des réponses modales La réponse [𝑹] d’une structure s’énonce en terme de déplacement, de force équivalente, de moment fléchissant ou d’effort tranchant, etc… L’analyse modale permet de dégager les réponses maximales 𝑹𝒊 pour chaque mode pris séparément. Les réponses maximales obtenues pour chaque mode ne sont pas concomitantes aussi serait-il extrêmement pénalisant de les cumuler pour estimer la réponse maximale globale. De façon plus réaliste les réponses modales doivent être combinées selon une « combinaison quadratique complète » (CQC) prenant aussi en compte la possibilité de couplage statistique des modes entre eux :



𝑁



𝑅𝑚𝑎𝑥 ≪



𝑅𝑚𝑎𝑥 =



𝑅𝑖𝑚𝑎𝑥 𝑗=1



𝛽𝑖𝑗 × 𝑅𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑅𝑗𝑚𝑎𝑥 𝑖,𝑗=1..𝑁



𝜷𝒋𝒌 est le coefficient de corrélation d’expression (voir PS92 NF P 06-013 art. 6,623) : 𝛽𝑖𝑗 =



8 𝜔𝑖 𝜉𝑖 × 𝜔𝑗 𝜉𝑗 𝜔𝑖 𝜉𝑖 + 𝜔𝑗 𝜉𝑗 𝜔𝑖 𝜔𝑗 𝜔𝑖2 − 𝜔𝑗2 + 4 𝜔𝑖2 + 𝜔𝑗2 𝜔𝑖 𝜉𝑖 × 𝜔𝑗 𝜉𝑗 + 4 𝜉𝑖2 − 𝜉𝑗2 𝜔𝑖2 𝜔𝑗2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Réponse maximale de l’oscillateur multiple soumis à un séisme (fin)  Réponse maximale globale par combinaison des réponses modales (fin) 3



Lorsque les facteurs d’amortissement de deux modes sont identiques, le coefficient de corrélation se simplifie :



8𝜉 1 + 𝜌 𝜌 2 𝛽𝑖𝑗 = 1 − 𝜌2 2 + 4𝜉 2 𝜌 1 + 𝜌



Le facteur de corrélation vaut donc 1 lorsque les pulsations propres de deux modes coïncident ; Le facteur de corrélation tend rapidement vers zéro lorsque les pulsations diffèrent de plus de 10%.



avec 𝜌 = 𝜔 𝑖 < 1 et 𝜉 = 𝜉𝑖 = 𝜉𝑗



𝜔



𝑗



𝜷



=20%



Lorsque les réponses modales peuvent être considérées indépendantes l’une de l’autre (𝜌 < 𝟎. 𝟗) ou (𝜌 > 𝟏, 𝟏) la réponse globale peut être estimée par une « combinaison quadratique simple » (CQS) : 𝑚𝑎𝑥 = (NF EN 1998-1 Art. 4.3.3.3.2) 𝑅



𝑅𝑖𝑚𝑎𝑥



=10% =5% =2%



2



𝝆



Fig. Evolution du coef. de corrélation 𝛽 avec le rapport des pulsations de deux modes 𝜌 .



𝑖=1..𝑁 Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Nombre pertinent de modes pour les combinaisons



On introduit la notion de « masse modale » 𝑀𝑗 associée à chaque mode j mais aussi à la direction  du séisme :



𝑀𝑗 =



𝐿𝑗2 𝑚𝑗∗



=



𝐷𝑗 𝐷𝑗



𝑡



𝑀 Δ



𝑡



2



𝑀 Dj



On peut montrer que la somme des masses modales est égale à la masse totale 𝑀𝑇 de la Δ structure (*) sollicitée dans la direction du séisme : 𝑀𝑇 = 𝑁 𝑗=1 𝑀𝑗 (somme des composantes du vecteur 𝑀Δ . (*) il s’agit donc en fait de la somme des masses structurellement « mobiles » dans la direction du séisme; par exemple, dans un modèle à masse concentrée, la masse ramenée à la fondation du bâtiment n’est pas comptée dans cette « masse totale » -- voir la diapositive suivante.



Dans l’estimation de la réponse de la structure, il n’est généralement pas utile de combiner la totalité des N réponses des modes ayant servi à l’analyse modale. Les codes parasismiques, dont EC8, considèrent : a) que tous les modes dont la masse modale est supérieure ou égale à 5% de la masse « totale » doivent être pris en compte : 𝑀𝑗 ≥ 5%. 𝑀𝑡 b) que les M (premiers) modes parmi N formant une masse modale cumulée supérieure ou égale à 90% doivent être pris en compte : 𝑀



𝑀𝑗 ≥ 90%. 𝑀𝑡 𝑗=1 Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Propriété des masses modales ENONCE : La somme des masses modales est égale à la masse totale de la structure mobilisée par le séisme caractérisé par le vecteur Δ .



DEMONSTRATION : La 𝑖 è𝑚𝑒 masse modale s’exprime par : 𝐿2𝑖 𝐷𝑖 𝑡 . 𝑀 . Δ 2 𝑀𝑖 = ∗ = 𝑚𝑖 𝐷𝑖 𝑡 . 𝑀 . [𝐷𝑖 ] où 𝐷𝑖 désigne le mode propre correspondant parmi 𝑁. Alternativement, 𝑀𝑖 peut être calculée en employant le mode normalisé 𝑑𝑖 , alors son expression se réduit à : 𝑀𝑖 = 𝑑𝑖 𝑡 . 𝑀 . Δ 2 Décomposons le vecteur Δ dans la base des modes propres normalisés : 𝑁



Δ =



𝛿𝑗 . 𝑑𝑗 = 𝑑 . 𝛿 𝑗=1



Alors :



2



𝑁



𝑀𝑖 =



𝑑𝑖 𝑇 . 𝑀 .



𝛿𝑗 . 𝑑𝑗 𝑗=1



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



2



𝑁



=



𝛿𝑗 ×



𝑑𝑖 𝑇 . 𝑀 . 𝑑𝑗



𝑗=1 master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Propriété des masses modales (suite)



2



𝑁



𝑀𝑖 =



𝛿𝑗 ×



𝑑𝑖 𝑇 . 𝑀 . 𝑑𝑗



𝑗=1



comme les modes sont orthonormés, il reste : 𝑀𝑖 = 𝛿𝑖2 Par conséquent : 𝑁



𝑁



𝛿𝑖2 = 𝛿



𝑀𝑖 = 𝑖=1



2



= 𝛿 𝑇. 𝛿



𝑖=1



Or, par orthogonalité des modes propres, la quantité 𝑑 𝑇 . 𝑀 . 𝑑 est la matrice identité de sorte que : 𝑁



𝑀𝑖 = 𝛿 𝑇 . 𝐼 . 𝛿 = 𝛿 𝑇 . 𝑑 𝑇 . 𝑀 . 𝑑 . 𝛿 =



Δ𝑇



𝑖=1



Finalement :



𝑑 . 𝛿



𝑇



. 𝑀 . 𝑑 . 𝛿 Δ



𝑁



𝑀𝑖 = 𝑀T = Δ 𝑡 . 𝑀 . [Δ] 𝑖=1



𝑀𝑇 est la masse totale excitée par le séisme dont la direction est caractérisée par le vecteur Δ . Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot



page 63



Réponse sismique de l’oscillateur multiple Propriété des masses modales (exemple – voir p.42)



Δ𝑌 =



𝒒𝟐 = 𝑉2



𝑉1 𝑀1



1 0



repère Galiléen



Δ𝑋 =



−𝑀2 𝑡 𝑀2 1 + 𝑡 2



𝑀2 𝑡 𝑀1 1 + 𝑡 2 + 𝑀2 𝑀1 + 𝑀2 𝑀1 1 + 𝑡 2 + 𝑀2



𝛼



𝑈2



𝒒𝟏 = 𝑈1



𝑡 = tan 𝛼



Y 𝑢𝑔 (𝑡)



𝑀2



X 𝑀0



𝑣𝑔 (𝑡)



𝑀1 + 𝑀2 𝑀 = −𝑀2 𝑡



Masse totale excitée par le séisme horizontal : 𝑀𝑇𝑋 = Δ𝑋 𝑡 𝑀 Δ𝑋 = M1 + M2 (c’est la somme des masses hors fondation). Masse totale excitée par le séisme vertical : 𝑀𝑇𝑌 = 𝛥𝑌



𝑡



𝑀 𝛥𝑌 =



1 + 𝑡2



𝑀1 + 𝑀2 ≠ 𝑀1 + 𝑀2 𝑀1 𝑀2 𝑀2 + 2 + 1 + 𝑡 2 𝑀1



! attention aux raccourcis… Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Cas où la structure est composée de plusieurs matériaux Une structure mixte (acier/béton) ou (acier/bois) est composée de matériaux possédant des facteurs d’amortissement différents. De ce fait il n’est plus possible d’utiliser un facteur 𝜉 unique pour tous les modes. Dans un mode donné, il convient de pondérer les coefficients d’amortissement selon la mobilisation des matériaux. C’est le potentiel élastique 𝑬𝒊 mobilisé par le matériau 𝑖 dans un mode donné qui sert de pondération :



𝜉=



𝑚𝑎𝑡é𝑟𝑖𝑎𝑢𝑥 𝐸𝑖



× 𝜉𝑖 𝑚𝑎𝑡é𝑟𝑖𝑎𝑢𝑥 𝐸𝑖



art. 6.234 des règles PS92 – alinéa 3



On utilise ensuite un spectre de réponse en accélération en fonction du coefficient d’amortissement obtenu pour chaque mode. Cette disposition est particulièrement utile lorsque l’interaction sol-structure est prise en compte car le facteur d’amortissement du sol est notoirement plus élevé que celui des matériaux composant la structure. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Interaction sol-structure (ISS) Idéalement les fondations de la structure devraient être considérées comme parfaitement solidaires du sol. C’est notamment le cas lorsqu’un bâtiment de faible hauteur est fondé sur un sol rocheux. Néanmoins les règles de calcul (notamment EC8) prévoient des situations dans lesquelles l’interaction entre le sol et la structure doit être considérée :



a) structures pour lesquelles les effets P- (2e ordre) doivent être considérés ; b) structures avec fondations massives ou profondes comme les piles de ponts, les caissons offshore et les silos ; c) structures hautes et élancées, comme les tours et les cheminées ; d) structures supportées par des sols très mous ; Pour la majorité des structures usuelles de bâtiments, les effets de l'interaction solstructure, ont tendance à être bénéfiques, puisqu'ils réduisent les moments fléchissants et les efforts tranchants agissant dans les différents éléments de la superstructure.



Par contre, pour les structures énumérées ci-dessus, les effets de l'interaction sol-structure peuvent être nuisibles. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Interaction sol-structure (ISS) En conséquence de l'interaction dynamique sol-structure, la réponse sismique d'une structure sur appuis flexibles (terrain déformable), diffère de celle de la même structure fondée sur un terrain rigide (base fixe), soumise à une sollicitation identique en champ libre : a) le mouvement des fondations de la structure sur support flexible est différent du mouvement en champ libre et peut comprendre un balancement de la structure à base fixe autour d’un axe horizontal ; b) la période fondamentale de vibration de la structure sur support flexible est plus longue que celle de la structure à base fixe ;



c) les périodes naturelles, les modes propres, et les facteurs de participation modale de la structure sur support flexible sont différents de ceux de la structure à base fixe ; d) l'amortissement global de la structure sur support flexible inclut d'une part l’amortissement radiatif, d'autre part l'amortissement interne engendré à l'interface solfondation, en plus de l’amortissement associé à la superstructure.



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Interaction sol-structure (ISS)



Différentes méthodes existent pour prendre en compte l’ISS :  Modélisation du sol par des éléments finis ;  Modélisation du sol par un système de ressorts amortis ; Les caractéristiques mécaniques des éléments à prendre en compte résultent de campagnes de mesures, d’expérimentations et de modèles dus à divers auteurs. Une méthode simple mais peu précise consiste à considérer le sol en tant que milieu semi-infini viscoélastique caractérisé par des coefficients de ballast, horizontal et vertical, et un facteur d’amortissement. Le coefficient de ballast est le rapport entre la contrainte (de cisaillement ou normale) et le déplacement correspondant sous la semelle de fondation. Il s’exprime donc en kPa 𝑚 c’est-à-dire en 𝑘𝑁 𝑚3. La modélisation consiste à implémenter des ressorts sous la fondation, ceux-ci étant équivalents à une certaine aire d’interface. Les ressorts connectent l’ouvrage à un substrat rigide auquel le spectre de réponse sismique s’applique. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Interaction sol-structure (ISS)



𝑘𝑉 = 𝐵 × 𝜂 𝑉 𝑘𝐻 = 𝐵 × 𝜂 𝐻 B = aire d’influence de chaque ressort 𝑘𝑉 , 𝑘𝐻 𝑒𝑛 𝑘𝑁 𝑚 NOTE : Le coefficient 𝜉 du sol est souvent > 20% Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot



page 69



Réponse sismique de l’oscillateur multiple Calcul des sollicitations sismiques



Exemple : portique à une travée et trois niveaux



 flexion : effort tranchant & moment fléchissant z3 h3 h2



d



F3



z2



T3=F3



F2



z1



Structure & séisme



t3



T2=T3+F2



F1



h1



Brochette & efforts tranchants globaux



(par mode éventuellement)



M2



t2



T1=T2+F1



Brochette & forces statiques



M3



t1 Ventilation des efforts tranchants (au prorata des inerties)



 effort normal (effet de « renversement ») t3 t2 t1



M3 M2 M1



Sollicitations de flexion (actions en pieds de poteaux)



d



F3



t1 N1



 M1







F2







F1



tr Nr



t1



N1



M1
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Ventilation des Moments fléchissants 𝑡𝑖 . ℎ𝑖 𝑀𝑖 = 2



d



F3







F2



M1



t Mr



r



Nr



Mr



Note : les signes de ces développements sont à adapter en fonction de l’orientation des repères locaux et autres conventions de calcul. master GC UPS Tlse 3 / E.Ringot
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Calcul des sollicitations sismiques



Cas général où il y a plus d’une travée



 effort normal (effet de « renversement » - suite) y



SEISME dans la direction Y







FN



Niveau N



Sollicitations de flexion (actions en pieds de poteaux du niveau r)



Fr



x



O







tr3



tr1



 A



Vue en plan B



x



O hr



Nr1



 y



Diaphragme rigide r-1 Elévation



Nr2



Mr2



Mr3 Nr3



Au niveau 𝑟, les diaphragmes haut et bas accusent une rotation différentielle Δ𝜃𝑥 . De ce fait le poteau 𝑖 situé à la position 𝑦𝑖 par rapport à l’« axe neutre » subit un allongement (algébrique) égal à 𝛿ℎ𝑟𝑖 = Δ𝜃𝑥 . 𝑦𝑖 engendrant un effort normal 𝑁𝑟𝑖 = 𝐸𝐴𝑖



 



Mr1



C



z



Vue en élévation plan {yz} y



Niveau r



yi



𝛿ℎ𝑟𝑖 ℎ𝑟



=



𝐸𝐴𝑖 Δ𝜃𝑥 . 𝑦𝑖 ℎ𝑟



. Naturellement, la somme de ces efforts



normaux est nulle de sorte que 𝒊 𝒚𝒊 . 𝑨𝒊 = 𝟎 ce qui permet de positionner l’axe neutre en 𝑦 (idem en 𝑥).
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Calcul des sollicitations sismiques



Cas général où il y a plus d’une travée



 effort normal (effet de « renversement » - fin) Calculons la somme des moments en O : 𝐹𝑘 . 𝑧𝑘 − 𝑘≥𝑟



𝑀𝑟𝑖 − 𝑦𝑖 . 𝑁𝑟𝑖 = 0 𝑝𝑜𝑡𝑒𝑎𝑢𝑥 𝑖



Donc : 𝐹𝑘 . 𝑧𝑘 − 𝑘≥𝑟



𝑝𝑜𝑡𝑒𝑎𝑢𝑥 𝑖



Ainsi : Δ𝜃𝑥 = −



𝐸𝐴𝑖 𝑀𝑟𝑖 − 𝑦𝑖 . Δ𝜃𝑥 . 𝑦𝑖 = 0 ℎ𝑟



𝑘≥𝑟 𝐹𝑘 . 𝑧𝑘



Fr Niveau r



Mr1



𝑖 𝑀𝑟𝑖



Nr1



Mr2



Nr2



Mr3 Nr3







𝑦𝑖 2 . 𝐴𝑖 A



y



O



B



yi



C



De là on déduit les efforts normaux : 𝐸𝐴𝑗 𝑁𝑟𝑗 = Δ𝜃𝑥 . 𝑦𝑗 ℎ𝑟 Soit : 𝒌≥𝒓 𝑭𝒌 . 𝒛𝒌 − 𝒊 𝑴𝒓𝒊 𝑵𝒓𝒋 = − . 𝒚𝒋 . 𝑨𝒋 𝟐. 𝑨 𝒚 𝒊 𝒊 𝒊 On procède ensuite de même dans la direction x…



tr3



tr1







𝑖



Niveau N







𝐸 ℎ𝑟



−



FN



x
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibration en torsion



Envisageons le mode de vibration mobilisant la rotation du bâtiment autour de son axe vertical.



C



y







ui vi



x



Rotation différentielle entre deux planchers autour du centre de torsion (ou « centre de raideur ») C : ∆𝜃 = 𝛼. ℎ



Du seul fait de la rotation ∆𝜃, le déplacement de la tête du poteau i dont le CDG 𝐺𝑖 est aux coordonnées 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 a pour composantes 𝑢𝑖 = ∆𝜃𝑍 ∧ 𝐶𝐺𝑖 = ∆𝜃. −𝑦𝑖 . 𝑥 + 𝑥𝑖 . 𝑦 Ossature de bâtiment « régulier »



 L’effort transversal en tête dudit poteau dû à la torsion d’ensemble est égal à 𝑇𝑖 = ∆𝜃. −𝑘𝑥,𝑖 . 𝑦𝑖 . 𝑥 + 𝑘𝑦,𝑖 . 𝑥𝑖 . 𝑦 12𝐸𝐼



𝑘𝑥,𝑖 est la rigidité du poteau dans la direction x : 𝑘𝑥,𝑖 = ℎ3𝑥,𝑖 avec la notation 𝐼𝑥 = 𝑥 2 . 𝑑𝐴 (inertie quadratique du poteau dans la direction x). Ces efforts génèrent un couple de torsion autour de l’axe vertical passant par le centre de torsion tel que : 𝑀𝑡 =



𝐶𝐺𝑖 ∧ 𝑇𝑖 → 𝑀𝑡 = 𝑖



Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2



12𝐸 ∆𝜃 ℎ3



𝑥𝑖 2 . 𝐼𝑦,𝑖 + 𝑦𝑖 2 . 𝐼𝑥,𝑖 𝑖
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibration en torsion (suite) C A noter que la rotation ∆𝜃, s’imprime également à l’axe de  chaque contreventement autour de son centre de torsion propre. Les contreventements développent ainsi un moment vi de torsion propre supplémentaire égal à : x Δ𝜃 𝑀𝑧,𝑖 = 𝐺𝐽𝑖 ℎ Par exemple, un poteau de section rectangulaire 𝑎 × 𝑏 aura une inertie de torsion égale à 1 𝐽 = 3 𝜆𝑎𝑏3 avec 𝜆 variant entre 0.42 et 1.00 selon le rapport des cotés.



Le moment de torsion total est ainsi égal à : Δ𝜃 12𝐸 𝑀𝑡 = 𝑥𝑖 2 . 𝐼𝑦,𝑖 + 𝑦𝑖 2 . 𝐼𝑥,𝑖 + 𝐺 2 ℎ ℎ 𝑖



𝐽𝑖 𝑖



Dans la plupart des applications, le second terme de la parenthèse est négligé devant le premier terme. Cette simplification est d’autant plus fondée que le plancher présente une extension horizontale étendue devant la hauteur du niveau considéré. A noter aussi que, en toute rigueur, les coordonnées 𝒙𝒊 et 𝒚𝒊 devraient être celles du centre de torsion du contreventement numéro i plutôt que celles de son CDG. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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y ui



Réponse sismique de l’oscillateur multiple YC



Vibration en torsion (suite)  centre de raideur



XC



L’effort transversal en tête de l’élément de contreventement i uniquement dû à la torsion d’ensemble est égal à 𝑇𝑖 = ∆𝜃. 𝑘𝑥,𝑖 . 𝑦𝑖 . 𝑥 − 𝑘𝑦,𝑖 . 𝑥𝑖 . 𝑦 ;



Y



O y



C



X



x



Dans un mouvement de pure torsion d’ensemble, la résultante des efforts tranchants est nulle ; par conséquent : 𝑇𝑖 = 0 ⇒ 𝑖



𝑥𝑖 . 𝑘𝑦,𝑖 = 0 𝑒𝑡 𝑖



𝑦𝑖 . 𝑘𝑥,𝑖 = 0 𝑖



Ce qui constitue le jeu d’équations permettant la localisation du centre de raideur C. Si les coordonnées des cdg des éléments de contreventement sont connus dans un repère 𝑂, 𝑋, 𝑌 alors 𝑥 = 𝑋 − 𝑋𝐶 et 𝑦 = 𝑌 − 𝑌𝐶 et donc : 𝑖 𝑋𝑖 . 𝑘𝑦,𝑖 𝑋𝐶 = 𝑖 𝑘𝑦,𝑖 𝑖 𝑌𝑖 . 𝑘𝑥,𝑖 𝑌𝐶 = 𝑖 𝑘𝑥,𝑖 Formules connues sous le nom de formules des « rigidités relatives ». Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibration en torsion (suite)  centre de raideur L’association française de génie parasismique (AFPS : http://www.afps-seisme.org/index.php/fre ) préconise une méthode plus rigoureuse de détermination de la position du centre de raideur : 1. Constituer un modèle numérique 3D de la structure ; 2. Appliquer au centre de masse de chaque plancher un système de forces dans la direction principale X, proportionnellement à la masse et à l’altitude du plancher (cas de charge n°1) ; procéder de même dans la direction Y (cas n°2) ; 3. Appliquer au centre de masse de chaque plancher un système de couples d’axe vertical de même valeur que les forces des cas précédents (cas n°3) ; 4. La distance 𝑋𝐶 entre le centre de masse et le centre de raideur selon X et à chaque niveau est obtenu comme le rapport de la rotation due aux forces du cas n°1 divisée par la rotation due aux couples du cas n°3 ; idem pour le calcul de 𝑌𝐶 .



Une amélioration de la méthode des rigidités relatives consisterait à prendre les centres de torsion des contreventements en compte en lieu et place des centres de gravité. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibration en torsion (suite)  moment de torsion sismique Le moment de torsion sismique se manifeste(*) au niveau des planchers dont le centre de masse (point d’application des forces sismiques) diffère du centre de torsion (point central des forces de cisaillement se développant dans les contreventements). On introduit l’excentrement 𝐶𝐺 = 𝑒𝑥 𝑥 + 𝑒𝑦 𝑦. (*)



les règles de calcul EC8 prévoient de toutes façons un excentrement accidentel. 𝑒𝑦



𝑒𝑥



C



𝐹 G



C G



𝐹



C



Le moment MZ induit à son tour des effets de flexion supplémentaires dans les contreventements. Voir le cours de parasismique Master 2. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibration en torsion (suite)  rigidité à la torsion Le moment de torsion en tête du niveau j est : 12𝐸 𝑀𝑡,𝑗 = ∆𝜃𝑗 3 𝑥𝑖 2 . 𝐼𝑦,𝑗𝑖 + 𝑦𝑖 2 . 𝐼𝑥,𝑗𝑖 ℎ𝑗 𝑖



C



y







x



On introduit ainsi la rigidité en torsion du niveau j compris entre deux planchers consécutifs j-1 et j telle que : 𝑀𝑡,𝑗 = 𝐾𝑡,𝑗 . ∆𝜃𝑗 et donc : 12𝐸 𝐾𝑡,𝑗 = 3 𝑥𝑖 2 . 𝐼𝑦,𝑗𝑖 + 𝑦𝑖 2 . 𝐼𝑥,𝑗𝑖 ℎ𝑗 𝑖



z Imz,3 Imz,2



Kt,3 2



Imz,1



Kt,2 1



 inertie massique de rotation d’un plancher



D’autre part, l’inertie massique de rotation autour de Cz est égale à : 𝐼𝑚𝑧,𝑗 =



𝑝𝑙𝑎𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 𝑗



𝑟 2 . 𝑑𝑚2 +



3



Kt,1



𝑟𝑗 2 . 𝑚𝑗



où l’on prend en compte la masse propre du plancher (𝑑𝑚2 élément de masse surfacique) , une fraction des charges variables et la quote-part des masses des contreventements et autres éléments non-structuraux « accrochés » au plancher i. Le cas échéant utiliser les formules de Huygens. La mobilité en rotation nécessite d’être prise en compte dans l’étude dynamique de la structure. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibration en torsion (suite) L’étude en vibration libre peut donc être conduite :  Par une analyse spatiale ;  Par 3 analyses « planes » : x, y (translation) et z (rotation) ; dans ce cas on utilise 3 modèles en « brochette ». z



z



u3



m3 kx,3



u2



m2 m1



kx,2 u1



𝑚𝑗 =



𝑘𝑥,𝑗 =



ℎ𝑗



ky,3



𝑗



𝐼𝑥,𝑗𝑖 𝑖



ky,2 v1



ky,1



𝑑𝑚 3



v2



m2



x



12𝐸



v3



m3



m1



kx,1



z



𝑚𝑗 =



𝑘𝑦,𝑗 =



ℎ𝑗



Imz,2



Kt,3 2



Imz,1



Kt,2 1 Kt,1



y



𝑑𝑚 𝑗



12𝐸



𝐼𝑦,𝑗𝑖



3



3



Imz,3



𝑖
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𝑟 2 . 𝑑𝑚 +



𝐼𝑚𝑧,𝑗 =



𝐾𝑡,𝑗 =



𝑗



12𝐸 ℎ𝑗



𝑟𝑗2 . 𝑀𝑗



𝑥 2 . 𝐼𝑦,𝑗𝑖 + 𝑦 2 . 𝐼𝑥,𝑗𝑖



3 𝑖
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Réponse sismique de l’oscillateur multiple Vibration en torsion (fin) z u3



m3 kx,3



m2



u2



kx,2 u1



m1



kx,1



x



z v3



m3 ky,3



m2



v2



ky,2 v1



m1



ky,1



z



Imz,3



3



Imz,2



Kt,3 2



Imz,1



Kt,2 1 Kt,1



y



1 𝑚 𝑢 ² + 𝑚2 𝑢2 ² + 𝑚3 𝑢3 ² 2 1 1 1 𝑉𝑒 = 𝑘𝑥1 𝑢1 ² + 𝑘𝑥2 𝑢2 − 𝑢1 ² + 𝑘𝑥3 𝑢3 − 𝑢2 ² 2 𝑚1 𝑘𝑥1 + 𝑘𝑥2 −𝑘𝑥2 𝑢1 𝑢 −𝑘 𝑘 𝑚2 2 + 𝑥2 𝑥2 + 𝑘𝑥3 𝑢3 −𝑘𝑥3 𝑚3 𝐾=



−𝑘𝑥3 𝑘𝑥3



1 𝑚 𝑣 ² + 𝑚2 𝑣2 ² + 𝑚3 𝑣3 ² 2 1 1 1 𝑉𝑒 = 𝑘𝑦1 𝑣1 ² + 𝑘𝑦2 𝑣2 − 𝑣1 ² + 𝑘𝑦3 𝑣3 − 𝑣2 ² 2 𝑘𝑦1 + 𝑘𝑦2 −𝑘𝑦2 𝑚1 𝑣1 −𝑘𝑦2 𝑘𝑦2 + 𝑘𝑦3 𝑣2 + 𝑚2 𝑣 𝑚3 −𝑘𝑦3 3



𝑢1 0 𝑢2 = 0 𝑢3 0



𝐾=



1 𝐼 𝜃 ² + 𝐼𝑚𝑧2 𝜃2 ² + 𝐼𝑚𝑧3 𝜃3 ² 2 𝑚𝑧1 1 1 𝑉𝑒 = 𝐾𝑡1 𝜃1 ² + 𝐾𝑡2 𝜃2 − 𝜃1 ² + 𝐾𝑡3 𝜃3 − 𝜃2 ² 2 𝜃1 𝐼𝑚𝑧1 𝐾𝑡1 + 𝐾𝑡2 −𝐾𝑡2 −𝐾𝑡2 𝐾𝑡2 + 𝐾𝑡3 𝐼𝑚𝑧2 𝜃2 + −𝐾𝑡3 𝐼𝑚𝑧3 𝜃3



−𝑘𝑦3 𝑘𝑦3



𝑣1 0 𝑣2 = 0 𝑣3 0



𝐾=
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−𝐾𝑡3 𝐾𝑡3



𝜃1 𝜃2 𝜃3



0 = 0 0
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Les pulsations propres de chacun des modèles sont calculées et, notamment, les pulsations fondamentales : x°, y°, z°  Si z° > x° et z° > y°, l’ossature peut être considérée comme « rigide en torsion » un modèle plan est acceptable ;  Dans le cas contraire l’emploi d’un modèle 3D s’impose. page 80



Conclusion Ce cours (master 1) présente les éléments de la dynamique des structures. Il est orienté « génie civil » et donne une large part à la réponse des oscillateurs souscritiques à une action de type sismique où l’excitation résulte d’une accélération imposée au niveau des fondations. La notion de période fondamentale est importante car elle permet d’utiliser les spectres de pseudo-accélération autorisant, à leur tour, de substituer des forces statiques équivalentes à un séisme dans une démarche de dimensionnement propre au génie civil. La réponse à un séisme d’oscillateurs multiples est également abordée et les notions de modes propres, de facteur de participation, de masse modale sont détaillées. La combinaison quadratique des réponses modales est également expliquée. L’appréhension des phénomènes de torsion est finalement (partiellement) traitée. Le volet suivant (partie 5 - cours de master 2) traite plus en détail les aspects règlementaires du génie parasismique codifiés par l’Eurocode EC8 depuis 2005. Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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Mots - clefs • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •



Sismique Parasismique Séisme Théorème de Lagrange Multiplicateur de Lagrange Paramètre de position Degré de liberté Degré de liberté dynamique Condensation statique Discrétisation par masse concentrée Pulsation propre (fondamentale) Période propre Amortissement critique Facteur d’amortissement Système sous-critique Pseudo-pulsation Intégrale de Duhamel Réponse sismique d’un oscillateur Accélérogramme Pseudo-accélération Spectre de déplacement



• • • • • • • • • • • • • • •



• • •



Spectre de pseudo-accélération Spectre normalisé de réponse élastique Force statique équivalente Effort tranchant à la base Répartition des forces horizontales Oscillateur multiple Matrice de masse Matrice de rigidité Matrice d’amortissement Vecteur des déplacements Modes propres Orthogonalité des modes propres Modes normalisés Décomposition modale Découplage des équations dynamiques Facteur de participation Masse modale Masse totale excitée par un séisme
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•



• • • • • • • •



Combinaison quadratique complète Combinaison quadratique simple Nombre pertinent de modes Vibration en torsion Centre de raideur (de torsion) Rigidité de torsion Inertie massique de rotation Efforts de renversement Sollicitations sismiques



page 82



DYNAMIQUE DES STRUCTURES fin de la partie 2 DYNAMIQUE APPLIQUEE AU GENIE PARASISMIQUE Cours de dynamique des structures et de génie parasismique. Master génie civil Master conception des ouvrages d’art et bâtiments habilitation 2011 Université Paul Sabatier Toulouse III Pr. Erick Ringot ([email protected])



La version actualisée de ce document est disponible à l’adresse https://sites.google.com/site/sciencespourlingenieur/ Dynamique et règles parasismiques – DYNAMIQUE – Part 2
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